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Vorwort zur ersten 



So reich unsere Schullitteratur an zum überwiegenden Teil 

vortrefflichen Lehrbüchern der Mechanik ist — der Verfasser 
dieses Werkchens konnte trotz eifriger Nachforschung keines aus- 
findig macheu, welches nach Auswahl und Behandlung des Stoffes 
als Leitfaden für den Unterricht an einer Werkmeisterschule 
sich eignete, und es wird dies auch leicht erkläi-lich, wenn man die 
Beschaffenheit des Schülennaterials, sowie die hiermit verbundene 
ÄQsnabmestellung, welche eine Werkmeistersehule fast allen 
anderen Bildungsanstalten gegenüber einnimmt, in Betracht zieht. 

Nachdem ein junger Mann eine gewöhnliche Volksschule 
durchgemacht, dann seine Lehrzeit als Schmied, Schlosser oder 
Mechaniker beendet hat und hierauf eine Reihe von Jahren als 
Maschinenbauer, Monteur etc. praktisch thatig gewesen ist, fühlt 
er den Drang und die Fähigkeit, in geistiger und sozialer Be- 
ziehung eine Stufe höher zu steigen; er fasst — meist im Alter 
von 20 bis 30 .Tahren — den Entschluss, Werkmeister zu werden 
und sich die hierzu nötige theoretische Bildung an einer in dt 
Regel zwei bis drei Semester umfassenden Werkmeisterschalf 
anzueignen. 

Bedenkt man nun, dass ein solcher Schüler vermöge seinf 
Alters und Bildungsgrades geistig wenig elastisch, dafür aber fast' 
ausnahmslos eisern Üeissig ist, dass er von dem früher in der 
Schule Gelernten wohl manches vei^essen, dafür aber im praktischen 
Maschinenbau auch vieles gelernt hat, so ist es dem Fachmanne 
klar, warum die bekannten Lehrbücher der Mechanik als Leit- 
faden für den Unterricht an einer Werkmeisterschule gar nicht 
in Frage kommen können ■ die meisten noch mit elementaren Hilfs- 
mitteln bearbeiteten Werke sind offenbar zu umfangreich und 
setzen schon in den ersten Kapiteln einen zu hohen Grad mathe- 
matischer Bildung voraus; manche bieten auf dev ftvaea. St'*.*, tä 
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viel oder zu hohe Theorie, auf der anderen aber zu wenig An- 
wendungen; wieder andere thun zu viel des Guten im Erklären 
und Beschreiben, bringen aber zu wenig Formeln mit daran sich 
schliessenden Lösen von Zahlenbeispielen ; denn der künftige Werk- 
meister ist mit dem Aussehen und sogar mit der Wirkungsweise 
verschiedener Maschinen vertraut, not thut ihm aber besonders 
die Kenntnis der zahlengemässen Bedingungen für jene Wirkungs- 
weise. 

Dazu kommt noch, dass auch auf die Anordnung des Stoffes 
besondere Rücksicht genommen werden muss, weil an den meisten 
Werkmeisterschulen der mechanische und der mathematische Unter- 
richt zugleich beginnen; es war deshalb nötig, den einzelnen Ab- 
schnitten des Leitfadens eine solche Reihenfolge zu geben, dass 
der Unterricht mit dem jeweiligen mathematischen Wissen und 
Können des Schülers im Einklänge steht, zugleich aber ohne 
dadurch den logischen Zusammenhang des Ganzen zu gefährden. 

Sollte es dem Verfasser einigermassen gelungen sein, den oben 
angedeuteten Verhältnissen und Bedürfnissen Rechnung zu tragen, 
so möchte dieses Büchlein solchen angehenden Technikern etc., 
welche der niederen Mathematik mächtig sind, auch zum Selbst- 
studium empfohlen werden können; nur dürften Betreffende nicht 
versäumen, womöglich alle dem Werkchen beigefügten Aufgaben 
und Beispiele, welche übrigens fast ausnahmslos vom Verfasser 
selbst gebildet worden sind, gewissenhaft zu lösen, bezw. durch- 
zurechnen — nicht nur, um aus dem Wissen ein Können zu 
machen, sondern auch, um sich für das Verständnis der einer 
Aufgabengruppe folgenden Paragraphen besser zu befähigen. 



Mittweida, im Januar 1888. 



Der Verfasser. 




Die erste Auflage dieses voq massgebender Seite günstig 
beurteilten Werkcliens war in verhältnismässig sehr kurzer Zeit 
Tergriffen und die Notwendigkeit des Neudruckes trat an den 
Verfasser so unerwai-tet sehneil heran, dass sich für die zweite 
Auflage in der Eile nichts weiter thun liess, als die bemerkten 
Druckfehler zu beseitigen. 

Dagegen konnten nunmehr in der dritten Auflage alh 
berechtigten von der Kritik und den Herren Fachgenosseu ge- 
äusserten Wünschen Rechnung getragen werden. Neu hinzu 
kommen sind infolgedessen die Bewegungsgesetze am Eurbel- 
mechanismus, die Guldinschen Regeln, die Reibung am 
Keil, viele neue Beispiele und ausserdem wurden die Figuren 
in den Text gedruckt. 

Um aber den Umfang und damit den Preis des Buches 
dennoch auf der früheren Höhe zu erhalten, entschloss sich Ver- 
fasser, sämtliche Beispiele, sodann minder wichtige Beweise und 
Erklärungen in Kleindruck setzen zu lassen, indem er auf diese 
Weise allen Seiten gerecht zu werden hofft. 

Schliesslich ist es mli- eine angenehme Pflicht, denjenigen 
meiner Herren Fachkollegen, welche an diesem Büchlein Interesse 
genommen, insofern sie es als Leitfaden in ihrer Anstalt ein- 
geführt, bezw. empfohlen oder auch durch ihre Ratschläge ihm 
genutzt haben, meinen verbindlichsten Dank auszusprechen. Ich 
verbinde damit die Bitte, mich auf etwaige Mängel in dieser 
dritten Ausgabe gütigst aufmerksam machen zu wollen. 
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Mittweida, Ostern 1894. 



Der Verfasser. 



Verbesserangen, 

welche vor dem Gebrauche des Bnches einzutragen sind. 



Seite 2, Zeile 15 von unten muss es heissen: letzterer statt letztere. 

In Figur 127 mussjB am entgegengesetzten Ende vom Durchmesser 
des kleineren Kreises stehen. 

In Figur 84 ist an den Schnittpunkt zwischen der Standebene und der 
Falllinie S G der Buchstabe E zu setzen. 



Einleitung. 

Der erste Eindruck, welc)ien wir von einem Körper erhalten, 
wird darin bestehen, ob derselbe seine Stellung gegen andere 
Körper ändert oder nicht; im ersten Falle sagen wir: er bewegt 
sich, im letzten dagegen heisst es: er ist in Ruhe oder im 
Gleichgewichte. 

Die Mechanik kann nun schlechthin als die Wissenschaft 
von der Bewegung und dem Gleichgewichte der Körper 
definiert werden und zerfällt hiemach von selbst in die beiden 
Hauptteile der Bewegungslehre oder Dynamik und der Lehre 
vom Gleichgewichte oder Statik. Weil femer alle Körper in 
feste, tropfbar flüssige und luft- oder gasförmige eingeteilt 
werden können, so gliedert sich jeder der beiden Hauptteile der 
Mechanik wiedemm in drei Abschnitte, und das ganze Gebiet 
der Mechanik umfasst daher sechs Abteilungen, nämlich: 

1. die Lehre von der Bewegung der festen Körper oder Geodynamik, 
2. 

Q 

^' r 11 11 11 11 11 

4. „ „ vom Gleichgewichte 

5. 

6. 

Hierzu wäre noch zu bemerken, dass man die Abschnitte 
1 und 4 unter dem Namen Geomechanik, ferner 2 und 5 unter 
dem Namen Hydromechanik oder auch Hydraulik, sowie 3 und 6 
unter dem Namen Aeromechanik zusammenzufassen pflegt, und 
dass die Aerodynamik auch Pneumatik genannt wird. 

Ausserdem unterscheidet man aber auch zwischen einer 
theoretischen und einer angewandten oder praktischen 
Mechanik; die erstere stützt sich auf nur wenige Erfahrungssätze 
und leitet daraus mit Hilfe der reinen Mathematik sowohl die 

Geigenmüller, Mechanik. "V 
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flüssigen „ 


11 


Hydrodynamik, 


luftförm. „ 


11 


Aerodynamik, 


festen „ 


11 


Geöstastik, 


flüssigen „ 


11 


Hydrostatik, 


gasförm. „ 


11 


Aerostatik. 



Bewegungsgesetze als auch die Bedingungen des Gleichgewichts 
ab ; die letztere hingegen zeigt, wie die Resultate der theoretischen 
Mechanik zur Benützung der Näturkräfte verwendet werden können. 
Schon hieraus folgt, dass die theoretische der praktischen Mechanik 
notwendig vorausgehen muss. 

Zunächst beschäftigen wir uns mit der Lehre von der Bewegung 
eines geometrischen Punktes, welche noch als rein mathematische 
Wissenschaft angesehen werden kann und auch unter den beiden 
Namen Phoronomie und IQnematik bekannt ist. 



Erstes Kapitel. 

Die wichtigsten Bewegungsarten. 

§1. 
Einteilung der Bewegungen. 

Bei einer jeden Bewegung kommen zunächst zwei Grössen 
in Betracht, nämlich erstens die Zeit, während welcher ein 
Punkt sich bewegt und zweitens der Weg, welchen letztere 
dabei zurücklegt. 

Denkt man sich nun die Zeit der Bewegung in eine beliebige 
Anzahl gleicher Teile, z. B. in lauter ganze, oder zehntel, oder 
hundertste Sekunden, zerlegt, so können die zugehörigen, vom 
Punkte durchlaufenen Räume entweder ebenfalls gleich lang, 
oder aber von einander verschieden sein; im ersteren Falle 
nennt man die Bewegung gleichmässig oder gleichförmig, 
im letzteren ungleichförmig. Die ungleichmässige Bewegung 
kann wiederum eine beschleunigte oder verzögerte sein, 
jenachdem die den gleichen Zeitabschnitten entsprechenden Weg- 
strecken zu- oder abnehmen. 

Endlich unterscheidet man nach der Form der vom Punkte 
durchlaufenen Bahn geradlinige und krummlinige Be- 
wegungen. 



Die gleichförmige Bewegung. 

Wenn ein Punkt in einer gewissen Zeit, etwa in 2 Minuten 

eine bestimmte Strecke, beispielsweise 240 Meter, gleichmässig 

zurücklegt^ so ergiebt sich der in jeder Sekunde durchlaufene 

Weg ganz offenbar dadurch, dass man den Gesamtweg durch die 

yerbrauchte Sekundenzahl dividiert, also für den angenommenen 

Spezialfall 

240 : 120 = 2 Meter. 

Dieser bei der gleichförmigen Bewegung in einer Sekunde 
zurückgelegte Weg heisst die Geschwindigkeit des Punktes 
und erhält in der Regel die Bezeichnung c oder auch v. Bezeichnet 
man ausserdem die SekundenzaM mit ^ und den in dieser Zeit vom 
Punkte zurückgelegten Weg mit s, so gilt allgemein die Formel 

c = —f f-^/ 

sodass also, wie schon erwähnt, die Geschwindigkeit einer 
gleichförmigen Bewegung erhalten wird, indem man den 
durchlaufenen Weg durch die verbrauchte Anzahl von 
Sekunden dividiert 

Aus No. 1 folgt weiter 

8 = et 

oder in Worten: Bei der gleichförmigen Bewegung ist der 
Gesamtweg das Produkt aus der Geschwindigkeit und 
der in Sekunden ausgedrückten Zeit, und endlich ergiebt 
sich aus der letzten Gleichung 

€ 

demnach die Regel: Behufs Berechnung der Zeit, welche 
ein Punkt braucht, um bei bekannter Geschwindigkeit 
einen bestimmten Weg zurückzulegen, hat man diesen 
durch jene zu dividieren. 

Mit Hilfe der vorstehenden drei Formeln, resp. Regeln, 
können alle Aufgaben gelöst werden, welche sich auf gleich- 
förmige Bewegungen beziehen ; nur ist im Auge zu behalten, 
dass die Zeit t stets in Sekunden auszudrücken ist, sowie dass 
der Gesamtweg s und die Geschwindigkeit c immer mit derselben 
Längeneinheit gemessen sind. 



Übungsbeispiele. 

1. Mit welcher Geschwindigkeit lief ein Reitpferd, welches in 32 Minuten 
einen Weg von 7968 Metern gleichmässig zurücklegte? 

Lösung: In diesem Falle ist der Gesamtweg s = 7968 m, die Zeit 
t = 32' = 32 . 60 = 1920'' und folglich nach Formel 1 ,. - 

^ = T = 192Ö = ^'^^^^ 
die Geschwindigkeit des Reitpferdes. 

2. Welchen Weg in geographischen Meilen (ä 7420 m) kann ein geübter 
Schlittschuhläufer bei 9 Meter Geschwindigkeit während 2 Stnnden*zurücklegen? 

Lösung: Hier hat man c = 9 m und t = 2 St. = 120' = 7200", mithin 

ergiebt sich nach der zweiten Formel 

64800 
8 == et = 9 1200 = 6^00 m = ^^^= 8,73 Meilen. 

74aU 

3. In welcher Zeit würde ein Schnellzug bei ununterbrochener Fahrt und 
12,5 m Geschwindigkeit unseren nächsten Himmelskörper, den Mond, 'erreichen, 
wenn letzterer gerade 52600 Postmeilen (ä 7600 m) von der Erde entfernt ist? 

Lösung: Es ist gegeben der Gesamtweg s = 52000 • 7500 m, die Ge- 
schwindigkeit c = 12,5 m, und man erhält mittels der dritten Formel die Zeit 

t = -= ^^QQQ-J^QQ = 31200000" = 361,11 Tage. 

c 12,5 

4. In welcher Zeit gelangt ein Lichtstrahl von der Sonne zur Erde, wenn 
die Entfernung beider zu 20 Millionen und die Geschwindigkeit des Lichtes 
zu 40 Tausend Meilen angenommen wird? 

Antwort: In 8 Minuten 20 Sekunden. 

5. Wie lange braucht eine Brieftaube, um bei 30 Meter Geschwindigkeit 
einen Weg von 9 Kilometern zurückzulegen? 

Antwort: 5 Minuten. 

6. Wie gross ist die Geschwindigkeit eines Dampfschiffes, welches^in 
der Stunde 18 Kilometer zurücklegt? 

Antwort: 5 Meter. 

7. Wenn zum Herausziehen einer Tonne aus einem 210 Meter tiefen 
Schacht zwei und eine halbe Minute Zeit erforderlich ist, welches ist dann die 
Geschwindigkeit jener Tonne? 

Antwort: 1,4 Meter. 

8. Welche Geschwindigkeit besitzt ein Infanterist, welcher in der Minute 
120 Schritte ä 0,8 Meter macht? 

Antwort: 1,6 Meter. 

9. Welchen Weg legt derselbe bei ununterbrochenem Marsche pro Stunde 
zuinick? 

Antwort: 5,76 Kilometer. 

10. Mit welcher Geschwindigkeit bewegt sich ein horizontales Sägegatter, 
welches 200 Touren oder 400 Schnitte in der Minute macht, wenn jeder Zug 
0,69 Meter lang ist? 

Antwort: Mit 4,6 Meter Geschwindigkeit. 



S."» 



§3. 
Die gleichförmige Kreisbewegung. 

Zwar sind die in § 2 entwickelten Gesetze für die gleich- 
förmige Bewegung von der Form des zurückgelegten Weges 
ganz unabhängig und daher ebensowohl für jede krummlinige 
als geradlinige Bewegong giltig, aber es erscheint dennoch ge- 
boten, diejenige gleichmässige Bewegung, welche von einem Punkte 
auf der Peripherie eines Kreises erfolgt, noch besonders 
zu untersuchen. 

Aus Gründen der Zweckmässigkeit hat man nämlich bei dieser 
für die Maschinenlehre so wichtigen Bewegungsart anstatt des 
Gesamtweges und der Zeit die beiden folgenden Grössen eingeführt: 

1. den Halbmesser der Kreisbahn, welcher allgemeiii 
mit r bezeichnet wü'd, und 

2. die sogenannte Umlaufs- oder Tourenzahl, welche an- 
giebt, wie oftmal der Punkt den Kreisumfang in einer Minute 
durchläuft und welche wir mit n bezeichnen wollen. 

Die Geschwindigkeit behält ihre Bedeutung (\Y&^ pro Sekunde) 
und Bezeichnung (c oder v) bei, wird aber hier aus nahe liegendem 
Grunde gewöhnlich auch Umfangsgeschwindigkeit genannt. 

Die Beziehung, in welcher die vorstehenden drei Grössen c, 
r und n zu einander stehen, finden wir durch folgende einfache 
Schlüsse; die Länge vom Umfange eines Kreises vom Halbmesser r 
ist bekanntlich 

2 r Ji, 
folglich beträgt der vom Punkte während einer Umdi-ehung 
dui'chlaufene Weg ebenfalls 2 r :it, also in einer Minute das 
n fache, uämlich 

2 r w ■ n, 
und mithin ergiebt sich der Weg per Sekunde, das ist die 
Umfangsgeschwindigkeit 

<^> I 



* 



00 

Bei Anwendungen dieser Formel möge man sich stets ver- 
gegenwärtigen, dass n eine unbenannte Zahl darstellt, sowie, 

dass c und r mit gleicher Einheit gemessene Längen sind. 

Im Mnscliinenhaii ist zur Ang:abe von Dimenaiouen daa Millimeter 

»llgemein gebräiir blich, während GeBchwindigkeiten ^aatwEmw ^wtöiiai 



Meter ausgedrückt werden. Diesem Umstände hat man Bechnung getragen 
durch die in der Praxis übliche Beziehung 

2 r üt ' n 



c = 



60 1000 

worin nun r in Millimetern, dagegen c in Metern zu verstehen sind. 

Wenn r bekannt ist, so kann eine nicht unwesentliche 
Bechnungserleichterung erzielt werden, indem man 2 rar 
als umfang eines Kreises vom Eadius r aus den Tabellen ent- 
nimmt, wie sie sich in jedem technischen Handbuche und Ingenieur- 
kalender vorfinden. 

Übnngsbeispiele* 

11. Wie gross ist die Geschwindigkeit eines Punktes am Bande einei» 
vertikalen Wasserrades, welches 6 Meter hoch ist und sich in einer Minute 
4 mal umdi'eht? 

Lösung ; Bekannt ist d = 6 m, folglich r = 3 m und n = 4; man findet 
daher mittels Formel 2 die Umfangsgeschwindigkeit ~* 

Qji;'4: 3,1416. 4 ^ '^^ 

12. Erfahrungsgemäss muss für einen guten Mahlprozess. bei 100 Um- 
läufen pro Minute die Umfangsgeschwindigkeit 7,6 Meter betragen; welchen 
Durchmesser müsste man demnach dem Steine geben? 

Lösung: Aus n = 100 und c = 7,6 m folgt nach Formel 2, wenn man 
darin 2 r = d setzt und ausserdem miir'OO multipliziert, 

7,6 . 60 = 100 d :?r. ' 

und hieraus 

d = ^ = 1,453 m = 1453 mm. 

13. Wie viele Umgänge in der Minute macht eine Turbine, deren Radios 
300 mm und deren Umfangsgeschwindigkeit 11 Meter beträgt? 

Lösung: Mit Einsetzung von r == 300 und c = 11 in die obige Be- 
ziehung 

2 r ;r • n 

^ "" 60 . 1000 . 
erhält man 

600 ütTk X n ' 

^^ "" 60000 ^ lÖÖ 
und hieraus 

n = = S50, 

14. An einem Göpel von 5 Meter Länge zieht ein Pferd mit 1,2 Meter 
Geschwindigkeit; wie viel Umdrehungen in der Minute macht die Welle des 
Göpels? 

Antwort: Circa 2,3 Umdrehunfiren. 



15. Welche Umfangsgeschwindigkeit besitzt ein 5 Meter hohes Schwung- 
rad bei 42 Tonrea in der Hinate? 

Antwort: Rund 11 Meter. 

16. Wie lang mugg der DorchmesBer einer Riemenscheibe gewählt werden, 
um bei einer tJm&ngsgeBchwindigkeit von 4 Metern 55 Umläufe per Mmute 
ZD erzielen? 

Antwort: 1390 mm. 

17. Mit welcher Geschwindigkeit fährt eine. Lokomotive, deren Trieb- 
räder 1,6 Meter hoch sind und in einer Minnte 126 Umg^ge machen? 

Antwort: Mit 10,555 Meter Geschwindigkeit. 

18. Man berechne die Geschwindigkeit am Umfange eines Schwungrades, 
welches 4,85 Meter gross ist und in der Minute 68 Uinlänfe macht 

Löanngr c = 17,2G6 m. 

19. In der Rennbahn eines PferdegSpels \s,ait ein schweres Zugpferd 
am vorteilhaftesten mit 0,85 Meter Geschwindigkeit; welchen Durchmesser 
mnss man der Bahn geben, wenn das Pferd in jeder Minnte einen Umlauf 
machen soll? 

Antwort: Einen Durchmesser von 16,235 Meter Länge. 

20. Ein Zahnrad soll mit 2 m Umfangsgeschwindigkeit laufen und 
1800 mm Halbmesser erhalten; welche Toiu'enzahl ergiebt sich für dasselbe? 

Antwort: n = 10,6. 



Riemen- and RäderTerblndaDgen. 

Wenn zwei um ihre Mittelpunkte drehbare kreisrunde Scheiben 
durch einen Über sie gelegten, straff gespannten und endlosen Eiemen 
VOTbunden sind (Fig. 1), so 
überträgt sich die Umfangs- 
geschwindigkeit der einen 
Scheibe auf die andere. Sind 
also C] ond c^ die Umlanfs- 
geschwindigkeiten der trei- 
benden, resp. getriebenen 
Scheibe, so gilt die Beziehung 

Ci=C2. 

Bezeichnen wir nun die 
Tourenzahlen und die Halb- ^«- 1- 

messer beider Kiemenscheiben mit n, und r, (Fig. 2), beziehungs- 
weise mit n» und r^, so haben wir nach Formel 2 

2 r, Ä n, . 2 r» 3t n. 

c, - —^5-. sowie c _ -^g- 




und durch Gleichsetzung dieser beiden Werte von c, und c« 
ei^ebt sich 

n^r-i ^= n^r» (3) 

oder in Worten: Das Produkt aus Tourenzahl und Durch- 
messer ist für die beiden durch einen Riemen verbundenen 
Scheiben dasselbe. 




Dieses Gesetz gilt offenbar auch für zwei eylinderförmige 
Scheiben A und B mit parallelen Achsen (Fig. 3), welche sich 
an ihren Umfangen berühren und so stark an einander gepresst 
werden, dass vermöge der entstehenden Reibung das eine Rad 
dem andern seine Umfangsgeschwindigkeit mitteilt Sie helssen 
deshalb Reibungsräder, können aber mit Nutzen nur bei 
Übertragung geringerer Kräfte Verwendnng finden. 




Im Falle grosserer Eraftwirkungen bedient man sich genau 
zusammen aibeitender Zahnräder, bezüglich welcher noch 
folgendes erörtert werden möge 

Derjenige Druckpunkt C (Fig 4), welcher mit den beiden 

Räderraittelpunkten in einer Geraden liegt, heiast der Zentral- 
punkt und die beiden um die ersteren durch C gelegten, also 
sich berührenden Kreise nennt man im Maschinenbau die Teil- 



kreise. Wenn nun die Badien der letzteren mit r,, bezw. r^ 
and die zagehörigen Umlaufezahlen der Kader mit n^, bezw. Og 
bezeichnet werden, so ist ganz klar, dass für die Bew^ung 
zweier im. genauen Eingriff stehender Zahnräder wieder die 
Foi-mel 3 besteht, indem ja die beiden Teilkreise sich gerade 
so wie zwei Reibungsräder bewegen. 

Weiter ist es aber von praktischem Wert, dass hierbei an 
die Stelle der Badien r„ r^ auch die Zähoezahlen z„ Za beider 
Eäder treten dürfen. Um dies zu beweisen, schicken wir Tor- 
aus, dass ein zwischen den Mittellinien zweier Nachbarzähue 




Fig. 4. 

liegendes Bogenstück des Teilkreises im Maschinenbau allgemein 
die Teilung genannt und mit t bezeichnet wird. Diese Teilung 
ist nun nach obigem für beide Zahnräder gleich, und es sind 
daher die Umfange beider Teilkreise 

2 ri 3r = t z„ 2 rg Ä = t Za, 
drannacb die Radien 

t Z. t Zo 

'■ = 27 '■' = 27 
und wir erhalten mit Einsetzung dieser Werte in No. 3 
n, t Zj n, t Za 



TC, «j = »tj «2, 



<4> 
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d, h.: Die Produkte aus Umlaufs- und Zähnezahl sind für 
beide zusammen arbeitende Räder einander gleich. 

Übnngsbeispiele. 

21. Von zwei durch einen Biemen verbundenen Scheiben hat die erste 
1,5 Meter Durchmesser und macht 48 Umdrehungen per Minute. Wie gross muss 
der Eadius der anderen Scheibe gewählt werden, um 100 Touren zu erzielen? 

Lösung: Aus Ui = 48, ri = 0,75 m und n2 = 100 folgt laut Formel 3 
48 • 0,75 = 100 ra und hieraus r^ = 0,56 Meter, 
die zweite Scheibe muss demnach einen Halbmesser von 360 mm erhalten. 

22. Ein Kegeh'ad von 108 Zähnen und 22 Umdrehungen in der Minute 
greift in ein Trieb mit 24 2^hnen, welches auf einer Mühlspindel sitzt. Wie 
viel Umläufe pro Minute macht die letztere? 

Lösung: Mit Einsetzung von Zi = 108, ni = 22 und Zo = 24 in Foimel 4 

erfiriebt sich 

108 . 22 = 24 n2 und mithin ist na = 99, 

die Umlaufszahl der Mühlspindel. 

23. Auf der mit 75 Umdrehungen laufenden Transmissionswelle einer 
Maschinenfabrik sitzt eine Eiemenscheibe von 84 cm Durchmesser und treibt 
eine Biemenscheibe von 45 cm Durchmesser auf einer Drehbankspindel. 
Wie viel Touren macht die letztere in einer Minute? 

Antwort: 140. 

24. Wie gross müsste aber der Durchmesser der Scheibe auf der Drehbank- 
spindel sein, w^n letztere nur 100 Umdrehungen machen soll? 

Antwort: 630 mm gross. 



Fig. 5. 

25. Auf der Welle eines Pferdegöpels, welche sich in 10 Minuten 13 mal 
umdreht, sitzt ein Bad mit 160 Zähnen und gi*eifk in ein Ti-ieb mit 20 Zähnen; 
man bestimme hieraus die Tourenzahl des Triebes. 

Auflösung: n = 10,4. 

26. Eine Ventilatorwelle soll durch eine Biemenscheibe von 2 Meter 
Durchmesser getiieben werden und mit 1500 Touren laufen. Welchen Durch- 
messer mnss man der auf die Ventilatorwelle aufzukeilenden Scheibe geben, 
wenn sich die treibende Scheibe 135 mal in der Minute umdreht ? 

Antwort: Einen Dui'chmesser von 180 mm. 
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27. Durch eine Riemenscheibe von 450 mm Durchmesser (Fig. 5), welche 
auf der mit 70 Touren laufenden Transmissionswelle einer Fabrik aufgekeilt 
ist, wird eine auf der Vorgelegewelle befindliche Riemenscheibe von 350 mm 
Durchmesser getrieben. Auf der Vorgelegewelle sitzt eine zweite Riemen- 
scheibe mit 420 mm Durchmesser und von dieser wird die Riemenscheibe 
der Drehbankspindel getrieben. Welchen Durchmesser muss die letzte Scheibe 
erhalten, wenn sich die Spindel 140 mal in der Minute drehen soll ? 

Antwort: 270 mm gross. 

28. Von einer Dampfinaschine, welche in der Minute n = 60 Touren macht, 
sollen mittels eines d = 5600 mm hohen Seilschwungrades (Fig. 6) drei in ver- 
schiedenen Stockwerken liegende Transmissionen getrieben werden. Die Trans- 
missionswelle der ersten Etage soll ni = 140, diejenige , 

„ zweiten „ „112 = 160 und diejenige I 

„ dritten „ „03 = 240 Umdrehungen ~'j^^^ 

pro Minute machen. Welche Durchmesser müssen die drei / 71 

Seilscheiben erhalten? / 

Resultate: di = 2400 mm, da = 2100 mm, dg = //W^ivt. 

1400 mm. // 

29. Ein zum Betriebe einer Mühlspindel dienendes // 
Wasserrad macht Ui = 6 Umdrehungen /^ y/rlJ^^js^ 
in der Minute und ti'ägt an seiner Welle V->^^^ //v^ 
ein Zahnrad mit Z= 150 Zähnen (Fig. 7), /^"^^v J^ / 
welches in ein Trieb mit z = 36 Zähnen — -«J^Fz fa j fe7Jtfr.;n >-.]-^/l^ 
eingreift;. Auf der Welle des letzteren g^^^'^L^^^^MgJ^ 

sitzt wieder ein Kegelrad von Zi = 120 — ^ 

Zähnen, welches schliesslich ein Tiieb ^^^' ^' 

mit za = 30 Zähnen auf der Mühlspindel in Bewegung setzt ; man berechne 
die Umlaufszahlen des ersten Triebes und der Mühlspindel. 
Resultate: Ua = 25 und Ua = 100. 

§ 5. 
Die mittlere GescWindigkeit. 

Die in § 2 aufgestellte Definition der Geschwindigkeit (als 
Weg pro Sekunde) gilt lediglich für die gleichmässige Be- 
wegung. Wenn dagegen ein Punkt sich ungleichmässig bewegt 
und in einer bestimmten Zeit (t Sekunden) einen bestimmten 
Weg (s) zurücklegt, so spricht man von einer durchschnitt- 
lichen oder mittleren Geschwindigkeit und versteht darunter 
diejenige gedachte Geschwindigkeit, welche jener Punkt haben 
müsste, um in eben derselben Zeit t genau dieselbe Wegeslänge s 
gleichförmig zurückzulegen, welche doch in Wirklichkeit ungleich- 
mässig durchlaufen wurde. 
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Es folgt hieraus, dags die mittlere Greschwindigkeit y eines 
ungleichförmig bewegten Punktes mit derselben Formel 1 be- 
stimmt werden kann, welche das. Gesetz für die gteicbmässige 
Bewegung ausdrückt, dass also 

s 

Y = -r 




= S'/a Meter, 



Wenn i. B. ein Eisenbabnzng in drei Stunden oder 10800 SekuDden 
die Strecke von 90 Kilometern snrücklegte, so war während diwer Zeit 
seine mittlere Geschwindigkeit 

90000 ^ 
10800" 

wie anch immer rasche und langBame Fahrt, sowie Stillstand an den Zwischen- 
atationen anfeinandor gefolgt sein mögen. 

Aus der letzten Gleichung eigiebt sich weiter 
s = rt, 
eine Formel, mittels welcher man den yon einem Punkte in der 
Zeit t nngleichf Örmig zurückgelegten Weg unter der Voraussetzung 
berechnen kann, dass die mittlere Geschwindigkeit jenes Punktes 
inn^halb derselben Zeit bekannt ist 

übnngsbeispiele. 

30. Wie gross war die dnrchachnittliche Geschwindigkeit eines SchitTes, 
welches in BO Stünden den Weg von Calais nach Cork, eine Strecke von 
100 deutschen Meilen (ä 7500 m) zurUckl^l«? 

Antwort: J" = 4'/o Meter. 

31. Wie groas ist die mtttlei'e Geschwindigkeit eines Schnellzuges bei 
9 deat«chen Meilen in der Stande? 

Antwort: 18,75 Meter. 
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32. Ein Körper schwimmt auf einem Flusse in 2 Stunden 900 Meter 
weit; wie gross berechnet sich hieraus die mittlere Geschwindigkeit des 
Wassers an der Oberfläche des Flusses? 

Antwort: 0,125 Meter. 

Um den Leser über die in Wirklichkeit vorkommenden 

mittleren Geschwindigkeiten einigermassen zu orientieren, geben 
wir hier noch eine Geschwindigkeitstabelle. 

Es beträgt nämlich durchschnittlich die Geschwindigkeit für 

Fnssgänger 1,5 Meter in der Sekunde 

Pferd im Schritt .... 1 

Trabe .... 2 

Galopp .... 4 bis 6 

Rennpferd 20 bis 22 

Kurierzüge 30 

Schnellzüge ...... 18 bis 20 

Gewöhnliche Personenzüge . 15 

Güterzüge 10 bis 12 

Postwagen 3 

Frachtwagen 0,8 

Dampfschiffe 5 

Gewöhnlicher Wind ... 3 

Sturmwind 15 

Orkan 40 bis 60 

Flintenkugel 480 

Schall 340 

Licht 305704000 

Elektrizität im Kupferdraht 371000000 

Ventilatorenflügel am Umfang 30 bis 40 

Kreissäge am Umfang . . 12 

Mühlstein am Umfang . . 7 
Kolben mittelgrosser Dampf- 



5? 



57 



maschinen 



1,2 bis 3 
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§6. 
Der Eurbelmechanismns. 

In der Maschinentechnik macht es sich zuweilen erforder- 
lich, entweder eine kreisförmige in eine geradlinige Bewegung 
zu verwandeln, beispielsweise beim Sägegatter, bei Pumpen und 
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Stossmascbinen, üäer auch nmgekehrt eine geradlinig hin- and 
hergehende in eine Kreisbewegung umzusetzen, wie wir dies an 
Dampfmaschinen, Lokomotiven und Gasmotoren beobachten können. 
In beiden Fällen wird der Zweck erreicht durch den sogenannten 
einfachen Eurbelmechanismus, mit welchem wir uns näher 
bekannt machen wollen. 

Zu diesem Behufe zeigt Figur 8 die Anordnung der Teile 
einer solchen Vorrichtung, wie sie insbesondere bei den Dampf- 
maschinen allgemein Anwendung findet: der durch Dampf ge^ 
triebene Kolben ti, sowie die an letzterem befestigte Kolben- 
stange i und der Ereuzkopf k machen eine hin- und her- 
gehende geradlinige Bewegung wählend sich die Kurbel w 




an der Welle o mit dem Zapfen u im Kreise dreht und das 
Verbindungsglied zwischen Kreuzkopf und Kurbelzapfen, die 
Schubstange j, in schwingender Bewegung sieh befindet 

Vor allem ist jetzt leicht zu erweisen, dass, indem der 
Kurbelzapfen u den,Halbkreis über der yerlängerten Schub- 
stange durchläuft, also von « nach ß gelangt (siehe Fig. 9), dass 
dann in derselben Zeit der Kreuzkopf k einen Weg ab 
zurücklegt, welcher dem Durchmesser des Kurbelzapfen- 
kreises gleich ist; denn bezeichnen wir die Längen von Kurbel- 
radius u und Schubstange k u mit r und I, so folgt aus « a = 1 
und (3 b = 1 

ß a = i'i b 
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oder, wenn man auf beiden Seiten ß a subtrahiert, 

aa — /?a = /Sb — ß B, 
und das ist 

a/3 = ab = 2r, 

die oben aufgestellte Behauptung. 

Weil aber der Kolben mit dem Kreuzkopf in fester Ver- 
bindung steht und mithin beide genau gleiche Wege zurücklegen 
müssen, weil femer der Weg des Kolbens während einer halben 
Schwungradumdrehung kurzweg Kolbenhub genannt wird, so gilt 
weiter der Satz: Bei jeder. Dampfmaschine sind Kolben- 
hub und Durchmesser des Kurbelzapfenkreises einander 
gleich. Bezeichnet also s die Länge des Kolbenhubes, so be- 
steht die Formel 

s = 2 r. 



Iv'IvV r->V^^ 






l 



\\\' 



I 



1. 






I ! I 
I 



■4» 



w. 




Fig. 9. 

Wir wollen jetzt in den Vergleich zwischen den beiden Be- 
wegungen des Kurbelzapfens und des Kreuzkopfes, bezw. Kolbens, 
noch tiefer eingehen und zu dem Ende annehmen, dass — wie 
es ja auch in der Wirklichkeit zutrifft — die Kreisbewegung 
eine gleichförmige ist, dass also der Kurbelzapfen von a aus 
in gleichen Zeiten die* gleichen Bögen a a^, a^ «2? «2 «s • * • 
durchläuft. Dann sind die entsprechenden Wege irgend eines 
Punktes auf der Kolbenstange, demnach auch des Kreuzkopfes 
und des Kolbens, die Projektionen jener Kreisbögen auf den 
Durchmesser a ß, nämlich a ß^, ß^ ßo, ßo o - - - und zwar, wie 
man aus Figur 9 deutlich erkennt, unter einander ungleich; 
denn, sie nehmen von a aus nach o hin zu und hierauf wieder ab. 

Mithin bewegt sich die Kolbenstange nebst Kolben und 
Kreuzkopf ungleichförmig, und es kann daher für uns nur 
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von einer durchschnittlichen Eolbengeschwindigkeit y die 

Bede sein, um dieselbe zn entwickeln , bezeichnen wir die 

Tourenzahl des Schwungrades mit n und bedenken, dass der 

Weg des Kolbens während einer Schwungradumdrehung 

2 s = 4 r, 

folglich innerhalb einer Minute das n fache 

2 sn = 4 r n 

beträgt. Es ist also der durchschnittliche Weg per Sekunde 

oder die mittlere Geschwindigkeit des Kolbens der sechszigste 

Teil davon, nämlich 

s n r n 

Da endlich die Umfangsgeschwindigkeit des Kurbel- 
zapfens direkt nach Formel 2 

r :«r n 

sich ergiebt, so erhalten wir durch Division der letzten beiden 
Gleichungen 

das Verhältnis zwischen der Umfangsgeschwindigkeit 
des Kurbelzapfens und der mittleren Kolbengeschwindig- 
keit. 

Übungsbeispiele« 

33. Man soll mittels der letzten Proportion c durch y und umgekehrt 
y durch c ausdiücken. 

Resultate: c = -^ ^ = 1,5708 y und ^^ = — c = 0,6366 c. 

34. Wie gross ist die mittlere Kolbengeschwindigkeit einer Dampf- 
maschine, wenn die Hublänge 0,93 Meter und die Umlaufszahl des Schwung- 
rades gleich 50 ist? 

Antwort: y = 1,55 Meter. 

35. Die Geschwindigkeit des Kurbelzapfens zu berechnen, wenn die 
Kurbel 600 mm lang ist und m der Minute 35 Touren macht? 

Antwort: c = 2,2 Meter. 

36. Welches ist dann die mittlere Kolbengeschwindigkeit? 
Antwort: y = 1,4 Meter. 

§7. 
Die gleichförmig beschleunigte Bewegung. 

Eine Bewegung, bei welcher die Geschwindigkeit in gleichen 
Zeiträumen um gleich viel zunimmt, heisst gleichförmig be- 



17 

• 

schleunigt; es ist hier das Verständnis für folgende fünf Be- 
griffe nötig: 

1. die Zeit t und 

2. der Gesamtweg s behalten die in § 2 angegebene Be- 
deutung, 

3. die Anfangsgeschwindigkeit ist der Weg, welchen 
der Punkt innerhalb der ersten Sekunde zurücklegen würde, 
wenn keine Geschwindigkeitszunahme stattfände und soll mit c 
bezeichnet werden, 

4. die sogenannte Beschleunigung, welche wir immer mit p 
bezeichnen wollen, ist das Wachstum der Geschwindigkeit 
pro Sekunde, und 

5. die Endgeschwindigkeit ist die Strecke, welche der 
Punkt nach der Zeit t in der nächsten Sekunde durchlaufen 
würde, wenn die Bewegung nach der tten Sekunde plötzlich 
in eine gleichförmige überginge; diese Grösse soll in der Folge 
die Bezeichnung v erhalten. 

An die vorstehenden Definitionen anknüpfend, erhalten wir 
eine Beziehung zwischen den vier Grössen c, p, t und v durch 
folgende einfache Betrachtung : es ist offenbar die Geschwindigkeit 
des Punktes 

zu Anfang der ersten Sekunde = c, 
am Ende „ „ „ = c + P> 

„ zweiten „ = c + 2 p, 
„ dritten „ = c + 3 p. 



5? >7 

r >5 



mithin 

am Ende der t ten Sekunde = c + t p, 

und weil die Geschwindigkeit nach Verlauf von t Sekunden nichts 

anderes als die Endgeschwindigkeit v ist, so gilt die Gleichung 

V = c -]-pt (6) 

Diese Formel lässt uns zwar die Natur der gegenseitigen 
Abhängigkeit zwischen den vier Grössen c, p, t und v erkennen, 
giebt jedoch keinen Aufschluss über den vom Punkte in der Zeit t 
zurückgelegten Gesamtweg s. 

Da aber bei dieser Bewegungsart die Geschwindigkeit von c 
bis V ganz gleichmässig zunimmt, so ist der in t Sekunden 

Gejgenmttller, Mechanik. '^ 



• w 



ilnrchiant'ene Saom »lEHtbar -^mas^ .3t>d& üä w^enn (Bft Bewegung 
eben so lanspe^ ^ieifiirürmie nnr -icn ^riMpfr mär esnor mitt- 
leren (Te:9ehwmdiflps:»t 



es ist liaher :ua iriTind in* ?>>nmei s = "r in. :^ 31 lier Gremntweg 

Setzt man jetzr twi Werr ^n - jus »i in 7 ein. so apebt 
si(!h weiter 



oder iUich 






•j. 



Eine «Iriüüe wiciinse Bezieimn^ rir > dmaneän esdiich 
dadnrr;h. la^ man an::) 1er t^. ?»nnei 



in die 7. <'Tleii!huna: einfliiirt;. aamlLeiL 'v*hI imdeiui 






ist. 

V'ixT den bes. anderen Fall, iLiä> ein ?aii^ ^:ai Sokeznstaiide ans 
in eine ^leichfr^rmis' beschleanizte B^we^un^ iberÄiiiL isl seine 
Anfarijfs^es^;h windigkeit NulL and wir r^rüAlUcE. rblÄÜct die Merher 
^eh^*ri(fen Formeln dadurch, da^s wir in ien GkioIiiiBgeii 6 bis 9 

x: = i> 
??ef,/^«T», nämlich 

r = pt f^O^ 

mu] 

/^ /^ .ir y/ 

l'if' J/»?!iin(( von Aufgaben, welche auf gleichförmig be- 
mhihuuli^U^ M^',w*'.((iin^ He/ug haben, erfolgt nun in der Weise, 
H«SH rnnri In dnri vorMM?lMaiden Formeln die gegebenen Zahlen 
firi diM Hlollo tUyr hi'/li^licJien Buchstaben setzt und dann die 
MhlflM'lionilMn U|p|('|iiitt^on fhr die gesuchten Grössen auflöst 
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Übnngsbeispiele. 

37. Ein Körper begn^int seine Beweg^nng mit 1,5 Meter Geschwindigkeit, 
welche mit jeder Sekunde nm 0,25 Meter wächst. Wie gross ist seine Ge- 
schwindigkeit nach 3 Minuten und welchen Weg hat der Körper in dieser 
Zeit zurückgelegt? 

Auflösung: Durch Substitution von c = 1,5; p = 0,25 und t = 180 
in die Formeln 6 und 8 erhält man 

v = c + pt=.l,5 + 0,25 . 180 = 46,5 Meter 
als Endgeschwindigkeit, sowie 

s = ct + ^t2 = 4--180 + 4- (180)2 = 4320 Meter, 

den in drei Minuten durchlaufenen Weg des Körpers. Letzteren hätte man 
auch mit Benützung von v = 46,5 etwas kürzer nach Formel 7 berechnen 
können. 

38. Welches war die Beschleunigung eines Punktes, dessen Geschwindig- 
keit während einer Minute von 3 auf 123 Meter stieg? 

Auflösung: Mit Einführung der gegebenen Werte c = 3, v = 123 
und t = 60 in die Beziehung 6 entsteht 

123 = 3 -|- p • 60, woraus folgt p^= 2 Meter. 

39. Wie gross war aber die Beschleunigung eines Köi'pers, welcher 
seine Bewegung mit 4 Meter anfing und in einer Minute eine Strecke von 
2400 Meter durchlief? 

Auflösung: Setzt man s = 2400, c = 4 und t = 60 in No. 8 ein und 
löst die hierdurch entstehende Gleichung für p auf, so ergiebt sich p = 1,2 Meter, 
die gesuchte Beschleunigung. 

40. Wie lange muss sich ein Punkt bewegen, um bei einer Beschleu- 
nigung von 0,01 Meter, von einer Anfangsgeschwindigkeit von 4 Meter auf 
eine Endgeschwindigkeit von 16 Meter zu gelangen? 

Antwort: 20 Minuten lang. 

41. Wie viel Zeit braucht ein Punkt, um bei 3 Meter Anfangs- und 
7 Meter Endgeschwindigkeit einen Weg von 4800 Meter zurückzulegen? 

Antwort: 16 Minuten. 

42. Man beobachtet, dass ein von der Ruhelage aus sich bewegender 
Körper in 15 Sekunden einen Weg von 45 Metern zurücklegt. Welches 
w^ar seine Beschleunigung? 

Antwort: p = 0,4 Meter. 

43. Welches ist die Geschwindigkeit des Körpers in voriger Aufgabe 
nach einer weiteren halben Minute? 

Antwort: v = 18 Meter. 

44. Auf den höchsten Punkt einer geneigten Ebene von 40 Meter Länge 
legt man eine Kugel, welche nun herabrollt und in 8 Sekunden am Fusse 
der schiefen Ebene ankommt. Man bestimme hieraus die Beschleunigung 
und die Endgeschwindigkeit der Bewegung. 

Eesultate: p = 1,25 und v = 10 Meter. 



Die gleichförmig Terzögerte Bewe^ng. 

Unter einer gleichförmig verzögerten Bewegung versteht 
man eine solche, bei welcher die Geschwindigkeit in gleichen 
Zeiten um gleich viel abnimmt. Die Abnahme der Ge- 
schwindigkeit pro Sekunde nennt man die Verzögerung und 
bezeichnet sie, wie die Beschleunigung, mit p. Ausserdem kommen 
hier die vier Grössen c, t, v und s genau in derselben Bedeutung 
vor, wie oben; nur ist im voraus klar, dass hier, im Gegensatze 
zur beschleunigten Bewegung, die Anfangsgeschwindigkeit e immer 
grösser sein wird als die Endgeschwindigkeit v. 

Weil aber jede Abnahme als eine negative Zunahme und 
mithin auch die Verzögerung als negative Beschleunigung ange- 
sehen werden kann, so ergeben sich die Gesetze für die gleich- 
förmig verzögerte Bewegung, wenn man in den Beziehungen 
No. 6 und 8 — p an die Stelle von + p setzt, nämlich 

i- = <-l>t c?,y> 

und 

P 



- ff - 



t\ 



(Ifi) 

Die Formel 7, in welcher die Grösse p überhaupt nicht vor- 
kommt, gilt natürlich sowohl für die gleichförmig verzögerte, als 
auch für die gleichförmig beschleunigte Bewegung. Schliesslich 
sei noch erwähnt, dass der spezielle Fall c = selbstverständlich 
hier ausgeschlossen ist. 

Übnngsbeispiele. 

45. Die Geachwindigkeit eines Küi'perH ist anfange 38 Meter, vermindert ' 
Hich aber aus irgend welcher Ursache per Sekunde um 0,4 Meter; wie groBs 

ist die Geschwindigkeit nach einer Miunte und welche Wegesläuge wurde 
in dieser Zeit dnrchlfiafen ? 

Kesiiltate: v = 14 Meter und a = 1560 Meter. 

46. Nach wie viel Sekunden, vom Beginn der Bewegwig »o gerechnet, 
kommt dieser Körper aur Euhe ? 

LtlBung: Letztere tritt in dem Momente ein 
keit gleich Null geworden ist. SeUen wir daher ii 
p = 0,4 nnd V ^= 0, so ergiebt sieh 

= 38 - 0,4 t 



, wo die Endgesehwindig- 
3 der 12. Formel c = 38, 



'-*-».= 



iewegung hört also nach 95 Sekunden auf. 



J 
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47. Man will die Geschwindigkeit eines Körpers, welche zu einem ge- 
wissen Zeitpunkte 30 Meter beträgt, durch allmähliche Vei-mindening in zwei 
Minuten auf die Hälfte reduzieren; wie gross muss da die Verzögerung sein? 

Auflösung; Man setzt in der 12. Beziehung c = 30, v = 15, t = 120 

und erhält 

15 = 30 — 120 p, 
folglich 

i> = 0,125 Meter y 

die gesuchte Verzögerung. 

48. Eine auf einer Ebene fortrollende Kugel besitzt zuerst eine Ge- 
schwindigkeit von 6 Metern. Wie lange bewegt sich diese Kugel, wenn ihr 
die Bewegungshindemisse pro Sekunde 3 cm an Geschwindigkeit entziehen? 

Antwort: 3 Minuten 20 Sekunden lang. 

49. Wie weit entfernt sich die Kugel vom Anfangspunkt der Bewegung ? 
Antwort: 600 Meter. 

50. Eine Lokomotive hat 15 Meter Geschwindigkeit und soll auf 900 Meter 
zum Stillstand gebracht werden. Welche Verzögerung muss ihr durch Bremsen 
erteilt werden? 

Lösung: Hier bestimmen wir zunächst die nötige Bewegungszeit, 
indem wir in der 7. Formel s = 900, c = 15 und v = substituieren. Aus 
der hierdurch entstehenden Gleichung 

900 = yt 

folgt 

t=120 

und mit Einsetzung dieses Wertes und der anderen Zahlen in 13 erhält man 

900 = 1800 — 7200 p 
oder 

2} = 0,125 Meter 9 
die gesuchte Verzögerung. 

51. Eine Kugel wird mit einer Geschwindigkeit von 9 Metern eine 
schiefe Ebene hinaufgestossen und erreicht nach einer halben Minute die 
höchste Lage, von wo aus sie wieder umkehrt. Mit welcher Verzögerung 
bewegte sich die Kugel? 

Antwort: p = 3 dm. 

52. Wie weit hatte sich die Kugel vom Ausgangspunkt entfernt? 
Antwort: 135 Meter. 

53. Wann hatte sie eine Geschwindigkeit von 4 Metern? 
Antwort: Nach 16 2/3 Sekunden. 

§9. 
Der freie Fall und der senkrechte Warf der Körper. 

Die wichtigsten Anwendungen der letzten beiden Bewegungs- 
arten haben wir im freien Fall und im senkrechten Wurf 
der Körper. 
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Wie die Erfahrung lehrt, bewegt sich nämlich ein seiner 
Unterstützung beraubter Körper bis zum Eintritte irgend eines 
Hindernisses in gerader, lotrechter Linie gleichförmig be- 
schleunigt Die Geschwindigkeitszunahme, hier auch die Be- 
schleunigung oder Acceleration der Erdschwere genannt, beträgt 
nach genauen physikalischen Messungen im luftleeren Räume 
9,81 Meter und wird allgemein mit g bezeichnet 

Da es nun ausserdem gebräuchlich ist, den nach t Sekunden 
zurückgelegten Weg, welcher hier Fallhöhe heisst, mit h zu 
bezeichnen, so erhalten wir zunächst die Formeln für den 
freien Fall yon der Ruhe aus, wenn wir in 10 und 11 

g = 9,81 Meter 

statt p und h an die Stelle von s einsetzen, nämlich 

h = \t\ (IS) 

'^ iß 

und hieraus 

v=Y2ißh. (17) 

Wird dagegen ein Körper mit einer gewissen Anfangs- 
geschwindigkeit c vertikal empor geschleudert, so nimmt 
er eine gleichförmig verzögerte Bewegung an, seine Verzögerung 
ist g = 9,81 Meter, und wir erhalten nach 12 und 13 

v = c-f/f, ^ (IH) 

die Endgeschwindigkeit, sowie 

/i = €t — ^f^ (19) 

die Wurf- oder Steighöhe des Körpers nach der Zeit t. 

Allerdings ist in vorstehenden Angaben der Luftwiderstand 
gänzlich unberücksichtigt gelassen und zugleich haben die Formeln 
14 bis 19 streng genommen nur Giltigkeit für nicht allzugrosse 
Fallräume; allein die letzteren sind, soweit sie in der Technik 
vorkommen, so klein und hiermit ist auch der Luftwiderstand 
so gering, dass bei Anwendung obiger Formeln ein nennens- 
werter Fehler nicht zu befürchten steht 
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Übnngsbeispiele. 

54. Welche Geschwindigkeit erhält und welche Höhe durchfällt ein 
Körper vom Ruhezustände aus in 5 Sekunden? 

Resultate: v = 49,05 und h = 122,625 Meter. 

55. Wie gross ist die Endgeschwindigkeit eines Körpers, der ohne An- 
fangsgeschwindigkeit eine Höhe von 20 Metern zu durchfallen hat? 

Lösung: Aus Formel 17 ergiebt sich v = j/'2~ 9^i • 20 = )/39274 
= 19^81 Meter. 

56. Die Endgeschwindigkeit eines aus 16,5 Meter Höhe herabfallenden 
Körpers anzugeben. 

Resultat: v = 17,993, also circa 18 Meter. 

57. Ein Dampfhammer wird 1,05 Meter hoch gehoben und fällt dann 
frei herunter; mit welcher Geschwindigkeit trifft er das zu schmiedende 
Eisenstück? 

Antwort: Mit einer Geschwindigkeit von 4,54 Meter. 

58. Welche Höhe hat ein mit 23,5 Meter Geschwindigkeit ankommender 
Körper durchfallwi? 

Lösung: Für v = 23,5 ergiebt sich aus Formel 16 die gesuchte Fall- 
höhe h = 28,15 Meter. 

59. Ein Körper wird mit einer Geschwindigkeit von 196,2 Meter senk- 
recht emporgeschleudert. Wie gross ist seine Geschwindigkeit nach 15 Sekunden ? 

Antwort: v = c — g t = 196,2 — 9,81 • 15 = 49,05 Meter. 

60. Wie hoch ist der Körper in dieser Zeit gestiegen? 
Antwort: 1839,4 Meter hoch. 

61. Wie lange steigt der Körper überhaupt, d. h., wann erreicht er 
seinen höchsten Punkt, um dann umzukehren? 

Lösung: Offenbar in dem Momente, wo seine Endgeschwindigkeit Null 
ist Setzt man aber in der 18. Formel v = 0, c = 196,2 und g = 9,81, so 
entsteht 

= 196,2 - 9,81 1 

und hieraus folgt t = 20: folglich steigt der Körper 20 Sekunden lang. 

62. Bis zu welcher Höhe hatte sich demnach der Körper erhoben? 
Antwort: Bis zu 1962 Meter. 

63. Ein Körper wurde vertikal emporgeschleudert und kam nach 50 Sekunden 
an die Ausgangsstelle zurück. Wie gross berechnet sich hieraus mit Ver- 
nachlässigung des Luftwiderstandes die Anfangsgesch^\'indigkeit ? 

Antwort: 245,25 Meter. 



Zweites Kapitel. 

Die beiden ersten Grundgesetze der Mechanik. 
Begriff and Leistung einer Kraft. 

§ 10. 
Das tirnndgesetz roni Bebarrnogsrermögen. 

"Wie z, B. die Mathematik, so geht auch die theoretische 
Mechanik von gewissen Annahmen aus. die uumittelbai' der Er- 
fahrung entnommen sind und welche nun die Fundamentsteine 
für das Lehrgebäude der Mechanik abgehen. Diese Annahmen 
heissen die örnndsätze oder Axiome der Mechanik und 
ihre Richtigkeit wird nachträglich noch dadurch bestätigt, dass 
keine aus ihnen gezogene Folgerung den in der Natur beobachteten 
Thatsachen widerstreitet. 

Yon den vier Axiomen, welche der Mechanik im ganzen zu 
Grunde liegeo, nennen wii' als erstes das Grundgesetz vom 
Beharrungsvermögen oder von der Trägheit, nach welchem 
ohne äussere Veranlassung ein Körper weder den Zustand der 
Ruhe noch seine Bewegung irgend wie ändert: ist ein Körper 
einmal in Ruhe, so hat er auch das Bestrehen, daiin zu ver- 
harren, und ein bewegter Körper würde unaufhörlich eine gleich- 
massige Bewegung in gerader Linie verfolgen, wenn eben nicht 
äussere Ursachen vorhanden wären, welche entweder seine Ge- 
schwindigkeit odei' seine Richtung oder beides zugleich abänderten. 

Dass der erste Teil dieses Gesetzes richtig ist, dürfte ohne 
weiteres einleuchten; denn es bedarf z. B. für einen Menschen 
immer einer gewissen Anstrengung, um seinen oder einen anderen 
Körper in Bewegung zu setzen; für die Wahrheit des zweiten 
Teiles sprechen wohl auch viele Erscheinungen, so zum Beispiel, 
dass man beim scharfen Laufen nicht plötzheh einhalten kann, 
oder dass das Schwungrad einer Maschine noch fortläuft, nach- 
dem der Dampfdruck bereits geraume Zeit zu wirken aufgehört 
hat u. s. w.; allein die letzte Konsequenz des oben angeführten 
Satzes zu beobachten sind wir niemals in der Lage, weil es keine 
einzige geradlinige und gleichf örm^eBewegung von unbeschränkter 



Dauer giebt. Man muss daher den Scharfsinn hewundem, mit * 
welchem der Italiener G-alilei das Trägheitsgesetz zuerst richtig 
erkaniit hat. 

§ n. 

Entwickelnng des Begriffes „Eraff. 

Die im vorigen Paragraphen mehrfach erwähnten Ursachen, 
dass das Axiom vom Beharrungsvermögen nicht zum direkten 
und vollen Ausdrucke gelangt, bezeichnet man mit dem gemein- 
schaftlichen Namen „Kräfte". Unter einer Kraft versteht man 
demnach alles dasjenige, was eine Bewegung hervorzurufen 
oder auch eine bereits bestehende Bewegung (in Bezug auf 
Richtung und Geschwindigkeit) abzuändern imstande ist. 

Wenn wii' z. B. beobachten, dass die Geschwindigkeit eines 
lotrecht empor geworfenen Körpers beständig abnimmt, bis sie 
gleich Null geworden ist — und dass dann der Körper in be- 
schleunigter Bewegung zur Erde zurückkehrt , so muss not- 
wendiger Weise eine Ursache angenommen werden, welche diese 
Ö^chwindigkeitsänderuDgen bewirkt; man nennt dieselbe he- 
zeichnend Anziehungskraft der Erde oder auch Schwer- 
kraft. 

Wird femer ein Köi-per auf einer horizontalen Ebene mit 
einer bestimmten Geschwindigkeit fortgestossen, so ist zwar die 
Schwerkraft aufgehoben und kann demgemäss eine Bewegungs- 
äuderung unmittelbar nicht hervorrufen; allein sie bewirkt 
doch einen Druck zwischen dem Körper und seiner Unterlage 
und hierdurch entsteht ein Bewegungswiderstand, welchen wir 
später unter dem Namen Eeihung kennen lernen werden und 
welcher die nächste Ursache ist, dass auch die Bewegung eines 
auf horizontaler Bahn fortgeschleuderten Körpers eine verzögerte 
ist und folglich nach einer gewissen Zeit ganz aufhört. 

Aber selbst wenn auch die Reibung vollständig beseitigt 
werden könnte, so bliebe doch immer noch der Luftwiderstand, 
welcher dem Körper in jeder Sekunde ebenfalls einen, wenn auch 
kleinen Teil seiner Geschwindigkeit entziehen und ihn demnach 
schliesslich zum Stillstand bringen würde. 

Das führt zu der weitereu Frage, ob es nicht doch Körper 
giebt, welche weder von der Reibung, noch vom Luftwiderstande 
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hemmend beeinäusst werden, nnd da dies mit voller Gewissh^t 
von allen Himmelskörpern, also beispielsweise auch toq nnserer 
eigenen Erde behauptet werden kann, so kommt es darauf an, 
wie es sich mit deren Bewegungen verhält. Die Erfahrung lehrt 
nun, dass sieh zwar alle Himmelskörper seit erdenklichen Zeiten 
bewegen und auch keine bleibende Geschwindigkeitseinbusse er- 
litten haben, dass dagegen eine ununterbrochene Änderung ihrer 
Richtung erfolgt, indem die Bahnen ihrer Mittelpunkte sämtlich 
krumme Linien sind. 

Als Ursache für den letzteren Umstand muss auch hier eine 
Kraft gelten, nämlich diejenige Kraft, mit welcher irgend zwei 
Körper bestrebt sind, sich einander zu nahem und welcher man 
den Namen Gravitation beigelegt hat. 

Es wird jetzt auch klar sein, warum niemals eine unmittel- 
bare und alleinige Wirkung des Beharrungsvermögens beobachtet 
werden kann — weil es nämlich unmöglich ist, einen Körper 
Einwirkung jeglicher Kraft zu entziehen. 
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Einteilung der Kräfte. 

Die Ausführungen des vorigen Paragraphen lassen erkennen, 
dass die Kräfte zerfallen in solche, welche selbständig Bewegung 
zu erzeugen imstande sind, wie z. B. die Schwerkraft, und 
in solche, welche keine Bewegung hervorbringen, sondern nui- 
bereits bestehende Bewegung verhindern oder abändern 
können, wie z. B. die Eeibung und der Luftwiderstand. 

Bewegende Kräfte sind ausser der Schwerkraft; 

1. Das Beharrungsvermögen bewegter Köiper, nach welchem 
beispielsweise ein abgestossener Billardball einen anderen ruhenden 
in Bewegung bringt. 

2. Die Wärmekraft, vermöge welcher die Körper bei Tempe- 
raturwechsel sich ausdehnen oder zusammenziehen. 

3. Der Magnetismus oder die Kraft, mit welcher sich zwei 
Magnete anziehen oder abstossen. 

4. Die Elastizität oder Federkraft, welche hervortritt, wemi 
die Form oder das Volumen eines festen Körpers geändert wii-d, 

.5. Die Muskelkraft der Menschen und Tiere etc. 
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Von den Kräften der zweiten Art, welche auch hemmende 
Kräfte oder Widerstände heissen, nennen wir: 

1. Die Trägheit ruhender Körper, nach welcher die Bewegung j 
eines Körpers verzögert, resp. aufgehoben wird, wenn derselbe I 
anf einen rahenden Körper trifft. 

2. Die Kohäsionskraft, das ist die Ursache, welche die 
Teilchen eines festen Körpers zusammenhält, sodass letztere einer 
Trennung widerstreben. 

3. Die Adhäsionskraft, mit welcher zwei verschiedene, in I 
innige Berührung gebrachte Körper aneinander haften (z. B. zwei J 
eben geschliffene und glatt polierte Glasplatten). | 

Übrigens kann jede bewegende Kraft offenbar auch als | 
Widerstand auftreten, nämlich dann, wenn sie der Bewegung ] 
eines Körpers entgegenwirkt, j 

Früher teilte man die Kräfte ausserdem noch ein in stetig | 
oder dauernd und in momentan (angenhlieklich) wirkende ] 
Kräfte; allein genaue Untersuchungen neuerer Zeit haben ergeben, 
dass es Kräfte der letzteren Art überhaupt gar nicht giebt. Jede I 
Ei-aft braucht eine bestimmte, wenn auch oft sehr kurze Zeit, um 
einem Körper eine gewisse Geschwindigkeit zu erteilen; jede Be- 
wegung von der Ruhe aus ist also anfangs immer beschleunigt. 

§ 13. 
Bestimmangsstücke einer Kraft. 

Mit dem Begriffe „Kraft" sind folgende drei charakteristische 
Merkmale verbunden : 

1. Der Angriffspunkt, d. i. die Stelle eines Körpers, auf 
welche die Kraft unmittelbar wirkt. 

2. Die Richtung, d. i. die gerade Linie, in welcher die 
Kraft den Angriffspunkt wirklich fortbewegt oder doch fortzu- 
bewegen sucht oder endlich auch, dessen Bewegung zu hindern 
bestrebt ist, 

3. Die Grösse oder die Intensität der Kraft, d. i. das 
Mass für ihre Wirkungsfähigkeit. Wie bereits bemerkt, besteht 
die sichtbare Wirkung jeder Kraft in Bewegiuig, resp. Bewegun^- 
äoderung. Ist aber das Eintreten der Bewegung eines Körpers 
dadurch verhindert, dass der Angiiffspunkt der Kraft durch einen 
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zweiten unbeweglichen Körper gestützt wird, so änssert sich die 
Wii'kung der ersteren durch einen Druck auf den letzteren, und 
man kann daher die Kräfte messen, indem man die Drilcke ver- 
gleicht, welche sie gegen feststehende Ki'irper ausüben. 

Weil man aber insbesondere den Druck, welchen ein be- 
stimmter irdischer Körper vermöge der Schwerkraft auf seine 
Unterlage ausübt, das Gewicht dieses Körpers nennt, so können 
auch alle Drücke und demnach auch alle Kräfte nach Gewichten 
gemessen werden, es handelt sich mir noch darum, eine passende 
Gewichtseinheit festzustellen. Damit die Gewichts- und die 
Raummasse in genauem Zusammenhange stehen, hat man als 
solche das Gewicht eines Liters destillierten Wassers bei 4" C, 
gewählt, demselben den Namen Kilogramm und die Abkürzungs- * 
bezeichnung kg beigelegt. 

Wir werden also im folgenden alle Kräfte durch das Kilo- 
gramm messen, ganz gleichgütig, welcher Art diese Kräfte seien, 
ob sie sich nun durch den Druck von Wasser oder Dampf, durch 
die Muskeltliätigkeit von Menschen oder Tieren, durch die Träg- 
heit bewegter oder ruhender Körper, ob sie sich ia der ßeibong, 
im Luftwiderstande etc. äussern. 

§ 14. 
Das Grundgesetz der Wechselwirkung. 

Das zweite Axiom der Mechanik besagt, dass die Kräfte 
nie einzeln, sondern immer nur paarweise in der Natur auf- 
treten and zwar derartig, dass die beiden Kräfte einander gleich 
sind und in derselben geraden Linie nach entgegen- 
gesetzten Seiten wirken. 

Der Druck, welchen ein Körper vermöge seines Gewichtem 
auf eine horizontale Ebene ausübt, ruft einen genau eben so grossen 
vertikalen Gegendruck hervor; ein an einem Faden hängender 
Körper erzeugt in ersterem eine Spannung, welche dem Gewichte 
des Körpers gleicli, aber entgegengesetzt gerichtet ist; der Mond 
zieht die Erde mit derselben Stärke an, wie diese jenen; das 
Abstossen zweier Magnete ist ein vollkommen gegenseitiges; wenn 
ein Mensch einen Gegenstand senkrecht aufheben will, so sucht 
letzterer den ersteren in gleicliem Masse lotrecht abwärts zu 
ziehen u. s. w. u. s. w. 



Man könnte dieses Gesetz etwas kürzer auch so ausdrücken: 
Jede Kraftwirkung erzeugt eine gleich grosse Gegen- 
wirkung, welche der ersteren diametral entgegen- 
gesetzt ist. 

§ 15. 
Hecbanische Arbeit. ' 

Jede Kraft, welche einen Ktirper bewegt, hat Widerstände 
za überwinden; beim Heben von Lasten auf gewisse Höhen das 
Gewicht der ersteren; während des Transportes von Gegen- 
ständen auf horizontaler Bahn mittels irgend welcher Fahrzeuge 
die Reibung; behufs Zersägens von Holz die Kohäsion; bei 
dem Werfen eines Steines ausser seinem Gewichte den Luft- 
widerstand und die Trägheit, letztere wenigstens so lange, 
als die Hand mit dem Steine in Berührung bleibt u. s. f. 

Diese Überwindung eines Widerstandes auf bestimmter Weg- 
strecke, welche Leistung der Kraft oder auch mechanische 
Arbeit heisst, ist bei immer gleichem Widerstände einerseits 
dem letzteren aelbat, anderei-seits aber auch dem Yom Angriflä- 
punkte der Kraft durchlaufenen Weg, mithin dem Produkte 
ans Widerstand und Weg proportional; denn es bedarf bei- 
spielsweise einer dreifachen Anstrengung: sowohl wenn die drei- 
fache Last auf dieselbe Höhe — als auch, wenn die einfache Last 
auf eine dreimal so grosse Hohe gehoben werden soll, und es 
entspricht einer achtfachen Leistung, ob man nun eine achtfache 
Last auf die einfache, oder eine vierfache Last auf die doppelte 
oder aber die einfache Last auf die achtfache Höhe hebt etc. 

Bedient man sich nun, wie bisher, des Meters als Weg- und 
des Kilogramms als Kraft-, resp. Widerstandseinheit, so ergiebt 
sich ganz naturgemäss als Arbeitseinheit diejenige mechanische 
Arbeit, welche bei "Überwindung des Wideretandes von einem 
Kilogramm auf der Wegstrecke voo einem Meter verrichtet wird; 
diese Einheit der mechanischen Arbeit nennt man Kilogramm- 
meter oder auch Meterkilogramm und bezeichnet sie zur Ab- 
kürzung mit mkg. Wenn z. E. 13 Kilogi-amm Widerstand 6 Meter 
weit überwunden wird, so ist die geleistete Arbeit 13 mal 6 gleich 
78 Meterkilogramme, folglich 78 mal so gi'oss, als wenn der 
Widerstand ein Kilogramm und der Weg ein Meter gewesen 
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wäre, oder, was auf dasselbe hinauskommt, als wenn ein Kilo- 
giummstück einen Meter hoch gehoben würde. 

Verallgemeineni wir das Gesagte, so ergiebt sich die mecha- 
nische Arbeit A, welche zur Überwindung eines Widerstandes 
von W Kilogrammen längs einer Wegstrecke von s Metern 
nötig ist, durch die Formel 

und zwar in Meterkilogrammen. 

Unter der Bedingung, dass die bewegende Kraft P in 
der Richtung des Widerstandes (aber selbstredend entgegen- 
gesetzt) wirkt, ist übrigens nach dem im vorigen Paragraphen 
ausgesprochenen Grundgesetz der Wechselwirkung die erstere dem 
letzteren gleich, also 

r = II , 

und man kann daher in diesem Falle für den zu überwindenden 
Widerstand immer auch die arbeitende Kraft, folglich 

A = P s (21) 

setzen ; wie sich aber die Sache gestaltet, wenn die Kraftrichlung 
mit der Wirkungslinie des Widerstandes einen Winkel einschliesst, 
soll an späterer Stelle gezeigt werden. 

Hier mache man sich aber noch den Unterschied zwischen 
den beiden Begriffen „Kraft" und ,.mechanische Arbeit", welche 
von Anfängern nicht selten verwechselt werden, vollkommen klar: 
Kraft ist die Ursache, mechanische Ai-beit die, jedoch nicht 
gerade notwendige Wirkung; die Kraft macht nur eiDen 
Faktor der mechanischen Arbeit aus, der andere Faktor ist der 
vom Angriffspunkte der Kraft durchlaufene Weg. Eine Kraft 
kann also nur dann Arbeit erzeugen, wenn sie den von ilr 
beeinüussten Körpei' wirklich zu bewegen imstande ist, während 
sie sich im anderen Falle lediglich als Druck oder Zug äussert 

Ü bun gabeiH)) lele. 

di. Welcher mechaniBchen Arbeit bedarf es, um einen t^ö lig' schweren 
Ramioklotz 1,8 m hoch zu heben? 

Antwort; 153 mkg. 

66. Wie viel meehunische Arbeit ist nötig, um einen liammei' von 45 kg' 
Gewicht 60 cm hoch zu heben V 

Antwort: 27 mkg. I 
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66. Ein Arbeiter trägt auf einer Lanfbnicke 28 ZiegelBteine, von H'elchea 
jeiler 3,5 kg wiegt, circa 6 Mefer hoch. Wie gi'oss ist die hierbei geleiatetB 
Arbeit^ wenn das eigene Gewicht dea Mannes 76 kg beträgt? 

Antwort; 1038 mkg. 

67. Welche mecbaniBche Arbeit wäre aber bloss erforderlich, wenn die 
Lagt direkt an einem Seile empor gezogen ivürde? 

Antwort: 588 mkg. 

68. Zwei Arbeiter schaffen Getreidesäcke, von welchen jeder 57 kg wiegt, 
in die oberen Etagen eines Magazins, und zwar trägt der eine 85 Säcke 9 Meter 
nnd der andere 102 Säcke S Meter hoch. Welches sind die von beiden ver- 
richteten nütiliehen mechanischen Arbeiten (d. h. ohne BerÜcksichtigimg der 
Eigengewichte) nnd wie verhalten sie sich? 

Resultate: A, =43605 mkg, A^ = 34884 mkg, A|:A, = 6:4. 

69. Man bestimme die Arbeit, welche ein Spaziergänger während eines 
7500 Meter langen nnd horizontal verlaufenden Weges verrichtet unter der 
Annahme, daes sich sein 66 kg wiegender Körper bei jedem 75 cm langen 
Sehritte um 24 Millimeter hebt 

Resultat: 15600 mkg. 

70. Welche Arbeit leistet ein Infanterist, welcher selbst 72 kg und dessen 
gesamtes Gepäck 23 kg wiegt, per Minute, wenn er in der ietzteren 110 Schritte 
macht und seinen Körper bei jedem Schritte um 3 cm bebt? 

Antffoi-ti 313,5 mkg. 

71. Wie viel Arbeit würde aber dieser Mann in der Minute produzieren 
müssen, wenn er bei Besteigung einer Anhbhe seinen Körper per Schritt nm 
16 cm heben müsate, auch wenn er pro Minute nur 100 Schritte macht? 

Antwort: 1520 mkg. 

72. Der Gesamtwiderstand eines Fuhrwerks auf horizontaler, gntw 
Chaussee kann zu einem Dreissigstel der Belastung angenommen werden. 
Welche mechanische Arbeit ist erforderlich, um einen 4500 kg schweren 
Prachtwagen einen Meter weiter zu bewegen? 

Antwort: 160 mkg. 



§ 16. 

Kraftelfekt. Pferdestärke. 



In den Formeln 20 und 21 für die meclianische Arbeit A 
treten lediglich die Kraft P, resp. der Widerstand W, und der 
Weg s auf, dagegen kommt die Zeit, während welcher die Arbeit 
erfolgt, gar nicht in Betracht. Es folgt hieraus, dass die mecha- 
nische Arbeit als solche von der Zeit ganz unabhängig ist, und 
in der That bleibt ja eine Arbeit otfenbar dieselbe, ob sie nun in 
längerer oder kürzerer Zeit ausgeführt wird. 



I 



Wenn es sich aber, wie im gewerblichen Leben so häo^, 
darum handelt, die Leistungen von Kräften unter einander zu 
vergleichen, so mnss man die mechanisclien Arbeiten bestimr^ien, 
welche jene KiUfte innerhalb derselben Zeit verrichten. Gfe- 
wiJhnlich nimmt man als Zeitraum die Sekunde an und nennt 
diejenige Arbeit, welche eine Kraft per Sekunde hervorbringt, den 
Effekt der Kraft. 

Wii-ft I, B, ein Arbeiter Bfündlich 5 Kubikmeter Erde vom spezifischen 

Gewichte 1,8 »uf eine durchBcbnittliche Wihe tod 1,6 Metern, so ist die sa 

bewältigende Last ö ■ 1800 kg, die Hubhölje 1,6 id, mithin die nieclianiBche 

Arbeit pro Stunde 5 ■ 1800 ■ 1,6 tnkg- und folglicli die Arbeit pro Sekunde 

S 1800 l,ß , , 

= -tmhg: 

i 4 Meterkilogramm en auf. 
Bei Ausnütziuig der Naturkräfte durch Maschinen ergeben 
sich jedoch häufig so bedeutende Effekte, dass bei Zugrunde- 
legung des Meterkilogi'ammB Zahlen zu Stande kommen, welche 
wegen ihrer Höhe unbequem sind. Dies ist der Grund, warum 
man eine grössere Arbeitseinheit eingeführt hat, nämlich die 
sogenannte Masehinen-Pferdekraft, worunter der Effekt oder 
die sekundliche mechanische Arbeit von 75 Meterkilo- 
grammeu zu vei'stehen ist. Schon aus dieser Erklärung geht 
hervor, dass der Name „Pferdekraft" wenig sachgemäss erscheint, 
da ja, wie schon erwähnt, „Kraft" und „Arbeit" zwei wesentlich 
verschiedene Dinge sind. Weit besser bezeichnend würden aller- 
dings die Worte „PferdeleistuDg" oder „Pferdearbeit" sein; allein 
da diese Benennungen von Niemandem gebraucht werden, so ent- 
scheiden wir uns für den öfter vorkommenden und weniger rer- 
fänglichen Namen „Pferdestärke" und bezeichnen letztere zur 
Abkürzung mit PS. Nur nebenbei sei hier noch erwähnt, dass 
ein mittelstarkes animalisches Pferd bei angestrengter Thätigkeit 
und täglich achtstündiger Arbeitszeit einen Effekt von etwa 
50 Meterldlogrammen auszuüben imstande ist, sodass die durch- 

2 
schnittliche Leistung eines gewöhnlichen Pferdes nur etwa -^ einer 

Maschinen -Pferdestärke beträgt, ganz abgesehen davon, dass 
ersteres eben nur einen Teil des Tages zu arbeiten vermag. 

Nach obiger Definition ergiebt sich nun die Anzahl der Pferde- 
stä,rken, mit welchen irgend eine Kraft wirkt, einfach dadurch, 
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dass der in Meterkilogrammen ausgedrückte Effekt der letzteren 
durch 75 dividiert wird; diese Pferdestärkenzahl wollen wir immer 
mit N bezeichnen. 

Sollen z. B. mittels eines Pumpwerkes in der Minute 2700 Liter Wasser 
15 Meter hoch gehoben werden, so erfordert dies einen Krafteffekt 

2700 15 



E = 



60 



= 675 mkff 



und mithin ist die Anzahl der nötigen Pferdestärken 

75 

Hierbei, sowie auch in den folgenden Beispielen sind jedoch 
die Reibung und sonstigen Beweguiigshindemisse vorläufig ausser 
Acht gelassen. 

Übnngsbeispiele« 

73. Welchen Effekt liefert der in Beispiel 70 angeführte Soldat? 
Antwort: 5,225 mkg. 

74. Desgleichen der Infanterist im 71. Beispiel? 
Antwort: 25,333 mkg. 

75. Ebenso der Spaziergänger in Beispiel No. 69 unter der Bedingung, 
dass er zu seinem Spaziergange 2 Stunden und 10 Minuten gebraucht? 

Antwort: 2 mkg. 
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Fig. 10. I 

76. Wie gross ist der Effekt eines Mannes, der auf den Griff einer 
Kurbel (Fig. 10) von r Meter Länge einen fortwährenden Druck von P Kilo- 
grammen ausübt und die Kurbel in der Minute n mal umdreht? 

Auflösung: Mit Benutzung von Formel 2 erhält man leicht 

1* OK Vki 

jP = 0,104:7 rn P Meferkilogranivi. 



Oeigenmüller, Mechanik. 



^^ 
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77. Man löse die vorige Anfgabe für die speziellen Zahlenwerte r == 40 cm, 
n = 18 und P = 7 kg. 

Besnltat: Circa 5,28 mkg. 

78. Der Klotz einer Kamme hat 450 kg und soll in der Minnte 16 mal 
auf eine Höhe von 1,4 Meter gehoben werden. Wie viel Arbeiter sind hierzu 
erforderlich, wenn man von jedem einen Effekt von 7 Meterkilogrammen 
verlangen kann? 

Antwort: 24 Mann. 

79. Wie viel Pferdestärken müsste zu diesem Zwecke eine Dampf- 
maschine entwickeln? 

Antwort: 2,24, PS. 

80. Wie viel Pferdestärken sind zum Betriebe eines Pochwerkes, welches 
m Stempel besitzt, notwendig, wenn jeder Stempel k Kilogramm wiegt und 
in jeder Minute n mal auf h Meter Höhe gehoben wird? 

Auflösung: Es ist das Gesamtgewicht der Stempel mk Kilogramm, 
die Hubhöhe h Meter, folglich die mechanische Arbeit bei jedem Hub 
m h k Meterkilogramme, die Arbeit pro Minute m n h k, pro Sekunde 

— ^jr — Meterkilogramme, oder in Pferdestärken 
60 

-_ tnnh h 

ßi = 



60 75 

81. Wie gestaltet sich das Resultat des letzten Beispiels für die 
speziellen Angaben m := 24, k = 90 kg, n = 7 und h = 50 cm ? 

Antwort: N= 1,68. 

82. Wie viel Pferdestärken sind zum Betriebe einer Dampfspritze, 
welche per Sekunde 36 Liter Wasser 25 Meter hoch werfen soll, erforderlich, 
wenn die Reibungsverluste unberücksichtigt gelassen werden? 

Antwort: N = 12. 

83. Welche mechanische Arbeit in Pferdekräften muss eine Dampf- 
maschine liefern, um per Stunde 120 Kubikmeter Wasser auf eine Höhe 
von 15 Metern zu befördern? 

Antwort: N = 6,666 • • • 

84. An einem kleinen Wasserfalle stürzen per Minute 15 Kubikmeter 
Wasser 9 Meter hoch herab. Wie viel Pferdestärken gehen hier verloren? 

Antwort: 30 PS. 

85. Ein Fluss liefert an einer gewissen Stelle selbst in der trockensten 
Zeit noch ein Wasserquantum von 2 Kubikmeter pro Sekunde. Auf wie viel 
Pferdestärken kann demnach bei einem Gefälle von 3 Metern unter allen 
Umständen gerechnet werden? 

Antwort: Auf 80 PS. 

86. Welche mechanische Arbeit in Pferdestärken muss eine Lokomotive 
bei 6 Meter Geschwindigkeit entwickeln, wenn die Last des ganzen Zuges 
300000 Kilogi'amm beträgt, und die Gesamtwiderstände gegen die Bewegung 

zu ^TTTT dBr Belastung angenommen werden? 



LöauDg; Es ist der : 



I überwindende Total widerstand 
300000 .,^,_ 



mithin die Arbeit in der Sekunde 

= 1500 - 6 = 9000 ff 



§ 17. 
mechanische Arbeit durch Haachinen. 



Wirbungsgrad. 



Maschinen sind im allgemeinen VorrichtUDgen zur Übertragung 
der Wirkung von Kräften von einem Körper auf den andern, und 
man bedient sich derselben, um gegebene Kräfte zur Verrichtung 
gewisser Arbeiten zu verwenden, wozu sich diese Kräfte un- 
mittelbar nicht eignen würden. So können zum Beispiel die 
Kräfte des Windes, des Wassers oder des Dampfes nur unter 
Vermittelung von Mahl-, resp. Schneidemühlen dazu benützt 
werden, Getreide in Mehl zu verwandeln, resp. Baumstämme in 
Bretter zu zersägen etc. etc. 

Die mechanische Arbeit, welche eine Kraft in einer bestimmten 
Zeit zu leisten fähig ist, kann jedoch durch eine M^chine nie 
vollständig nutzbar gemacht werden, weil häufig direkt« Kraft- 
and Wegverluste stattfinden, immer aber Bewegungahindemisse 
auftreten, welche einen gewissen Teil jener mechanischen Arbeit 
absorbieren. 

Sinkt z. B. an irgend einer Stelle eines Baches in jeder 
'I, Kubikmeter Wasser 6 Meter tief herab, so ist in dieser fli 
Wassermenge allerdings ein Kraftetfekt von 



250 - C= löOOmky 



ISOO 






entbalten, allein derselbe könnte venaittelst eines Waasen'ades nur teilweise 
auf die Welle des letzteren Ubertragea werden. Zunächst entsteht nän^lich 
ein direkter Sraftverlast dadurch, dass ein gewisses Wasserquuntum zwischen 
Rad und Gerinne sieh bewegt, ohne auf die Schaufeln des Estdea 7u drücken, 
folglich auch ohne zu arbeiten; femer hat ein Wegverlnat seine Ursache 
dem Umstände, dass das Geralle behufs Vermeidung von Stauwasser nicbt 
ganz ausgenützt werden darf, nnd endlich haben wir BeweguDgahiodemisBe 
io der Zapfenreibung, in der Adhäsion, vennüge welcher durch das Bad 
Wasserpartikelchen emporgesehbüdert werden, dann in Stössen u. s. w. 
suchen. Aus alledem geht hervor, dass die sich drehende Welle wesentl 
igei als 20 Pferdekräfte zu produzieren '"tande sein wird. 



4 

'M 

1 
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Man nennt nnn die einer bewegenden Kraft innewohnende 
mechanische Arbeit die theoretische oder Totalarbeit, den- 
jenigen Teil davon, welcher nach obigen in Kraft-, resp. Weg- 
verlusten bestehen kann und durch Bewegungshindemisse kon- 
sumiert wird, die Nebenarbeit und endlich die Differenz beider, 
also diejenige Arbeit, welche von der Maschine wirklich über- 
tragen wird, die effektive oder Nutzarbeit. Es besteht demnach 
die Gleichung 

Totalarbeit = Nebenarbeit + Nutzarbeit, 

und es erhellt hieraus einerseits, dass die Nutzarbeit immer 
kleiner ist als die Totalarbeit und andererseits, dass aus zwei 
gegebenen die dritte dieser mechanischen Arbeiten durch einfache 
Addition oder Subtraktion berechnet werden kann. Es versteht 
sich wohl von selbst, dass die obige Gleichung nur gilt, wenn 
die Total-, die Neben- und die Nutzarbeit für dieselbe Zeit 
verstanden sind; nur sei noch bemerkt, dass speziell in Beziehung 
auf die Sekunde die erste und die letzte auch noch die Namen 
absoluter und relativer Effekt führen. 

Weiterhin ist klar, dass eine Maschine um so leistungsfähiger 

und infolgedessen um so wertvoller ist, in einem je grösseren 

Verhältnisse die Nutzarbeit zur Totalarbeit steht, und man hat 

' daher dieses Verhältnis zur Beurteilung der Güte einer Maschine 

unter dem Namen Wirkungsgrad in die Technik eingeführt. 

Aus der Definitionsgleichung 

..,. , , Nutzarbeit 

Wirkungsgrad = -,, ^ , — , .^ 

^ ^ Totalarbett 

folgt, zum Teil in Verbindung mit obigem, sofort dreierlei: 1. der 
Wirkungsgrad ist stets ein echter Bruch, also kleiner als eins; 
2. eine Maschine ist um so vollkommener, je näher ihr Wirkungs- 
grad an der Einheit liegt und 3. kennt man die Totalarbeit und 
den Wirkungsgrad, so ergiebt sich die 

Nutzarbelt = Wirkungsgrad X Totalarbeit. 

3 
So liefert beispielsweise eine Maschine, deren Wirkungsgrad -^ ist, bei 

einer Totalarbeit von 25 Pferdestärken eine effektive Arbeit von 

^ 25 ^ 15 PS. 



"37 

§ 18. 

Bestimmnng der Effekte bei Wasserrädern, Turbinen and 

Dampfmaschinen. 

Der absolute Effekt eines fliessenc 
einer bestimmten Stelle ein Wasserrad (Fig. 11) oder eine 
Turbine (Fig. 12) treiben soll, lässt sich leicht aus der per 
Sekunde ziifliessenden Wassermenge, dem sogenannten Äuf- 
schlagwasser und debi Höhenunterschiede zwischen den beiden 
Wasserspiegeln vor und nach dem Rade, weicher das Gefälle 
genannt wird, berechnen. Beträgt nämlich das erstere Q Liter 
und das letztere h Meter, so ist die sekundliche Totalarbeit des 
Wassers Q h Meterkilogramme oder in Pferdestärken 

7Ö 




Was die Dampfmaschinen anlangt, so beschränken wir 
uns hier auf solche, welche ohne Expansion und doppelt 
wirken, bei welchen der Dampf mit immer gleicher Stärke 
und abwechselnd gegen beide Seiten des Kolbens di-ilckt; 
auch in diesem Falle bestimmen wir natui^emäss zunächst die 
Intensität der bewegenden Kraft in Kilogrammen, hierauf den 
vom Angriffspunkte der letzteren per Sekunde durchlaufenen Weg 
in Metern und erhalten sodann den Effekt der Ki'aft durch 
Multiplikation beider Besultate und zwar in Meterkilogrammen. 
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Hat der Dampf im CfUoder (Fig. 13) einen Überdrack von 
p Atmospliären, d. h. drttckt er mit circa p Kilogrammen 
aaf jeden Quadratcentimeter der Eolbenääche, so ist, wenn 
der EolbendnrchmesBer d Centimeter beträgt, der arbeitende 
Gesamtdmck aof den Kolben 

P = — —2. Kilogramme. 




Bezeichnet femer 1 die Länge des Kolbenhubes in Metern 
und n die Tourenzahl des Sehwungrades, so ist, weil der Kolben 
bei jeder Umdrehung des letzteren zwei Spiele macht, der Kolbea- 
weg pro Minute 2 1 n und folglich pro Sekunde 
- In, 



'30 



Meter. 



Hieraus ergiebt sich weiter der absolute Effekt des Dampfes 
d' Ä p 1 n 
120 



E = Pc = 
oder in Pfra^estärken 



- Meterkilogramme, 



E 



d^lnp 3t 



So erhatten wir z. B. die Totalarbeit einer Dampfmascliuie ohne Expansion, 
deren Kolben 40 cm DarcbmesBer, aovHe 75 cm Hab hat, deren Schwungrad 



36 Umdrebongen per Hinate macbt nnd welche mit 4 AtmoBphttren Über- 
drack arbeitet, emiach dadurch, das« wir in letzter Formel 

d = 40, 1 == 0,75, n = 36 nnd p = 4 
setzen, nämlich 

N= 60,3 
Pferdestiirken in der Sekunde. 

Hat man aber auf diese Weise die theoretische Arbeit be- 
rechnet, und es ist aosserdem der Wirkui^:sgrad einer Maschine 
bekannt, so erhält man, wie schon am Scblnsse des Torigen 
Paragraphen erörtert, die Nutzarbeit der letzteren durch Mnlti- 
plikation der beiden ersten. 

Wäre *. B. der Wirknngegrad der Dampfmascbine im vorigen Beispiel 0,67, 
Bo wUrde aich der Natzetfekt gleich 

0,67 60,3 = 40,8 PS 
ergeben. 




Mittels zahlreicher "Versuche und genauer Messungen, welche 
an späterer Stelle beschrieben and erklärt werden sollen, hat 
man nun den Wirkungsgrad für die verschiedenartigen Kraft- 
maschinen festgestellt und Besultate erlangt, welche durch die 
Theorie vollkommen bestätigt wurden. 

Unter Voraussetzung guter Konstruktion und Ausführung 
ist der Wirkungsgrad 

1. für unterschlächtige Wasserräder . . 0,3 bis 0,4, 

2. ,, mittelschlächtige „ . . 0,5 ,. 0,6, 
8. „ oberschlächtige ,, . . 0,6 „ 0,7, 
4. ,. Turbinen 0,65 „ 0,75, 
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5. für kleine Dampfmaschinen . 0,5, 

6. „ mittlere „ 0,6, 

7. „ grosse „ 0,7. 

Der Konsum an Steinkohlen beträgt bei Dampfmaschinen 
ohne Expansion pro Pferdestärke und Stunde 2 bis 3 Kilogramm. 

Weil die vorstehenden Zahlen nur allgemeine Durchschnitts- 
werte sind, so liegt es auf der Hand, dass ihre Anwendung auf 
einen besonderen Fall nur die Bedeutung einer schätzungsweisen 
Bestimmung der Nutzarbeit haben kann. 



Vbimgsbeispiele« 

87. Eine Turbine hat 5,5 Meter Gefälle und empfängt 0,6 Kubikmeter 
Aufschlagwasser. Man bestimme den absoluten Effekt der Wasserkraft. 

Kesultat: N = 44 PS. 

88. Wie viel Pferdestärken Nutzarbeit liefert diese Turbine, wenn ihr 
Wii-kungsgrad 0,75 beti-ägt? 

Antwort: N' = 33 PS. 

89. Den Wirkungsgrad eines unterschlächtigen Wasserrades zu ermitteln, 
wenn dasselbe bei 15 Decimeter Gefälle und 0,5 Kubikmeter Aufschlagwasser 
eine nützliche Arbeit von 3,5 Pferden ergiebt. 

Kesultat; 0,35. 

90. Welches ist die effektive Arbeit W einer hydraulischen Kraftmaschine 
überhaupt, wenn allgemein das Gefälle h in Decimetern, die pro Sekunde 
zufliessende Wassermenge q in Kubikmetern gegeben sind und der Wirkungs- 
grad mit 7] bezeichnet wird? 

Antwort; N' = 4" ^; Q ^ PS. 

91. Eine Dampfmaschine arbeitet mit voller Füllung und 3,5 Atmosphären 
Überdruck, der Kolben hat 25 cm Durchmesser und 50 cm Hub. Wie hoch 
berechnet sich der Wirkungsgrad dieser Maschine, wenn bei 45 Umdrehungen 
des Schwungrades in der Minute eine Nutzarbeit von 11,5 Pferdestärken durch 
direkte Messung sich herausstellt? 

Auflösung; Nach der zweiten Formel ergiebt sich der absolute Effekt 
in runder Zahl N = 18 PS; da ausserdem der Nutzeffekt N' = 11,5 PS gegeben 
ist, so findet sich der Wirkungsgrad 

^ = -l8- = 36 = ^'^*- 

92. Der Kolben einer einfach wirkenden Pumpe habe 2 dm Durchmesser 
und mache in einer Minute 27 Hübe von 125 cm Länge. Wie gross ist die 
zum Betriebe erforderliche mechanische Arbeit, wenn das Wasser auf eine 
Höhe von 14 Metern gehoben werden soll und durch Bewegungshindemisse 
^4 der Totalarbeit verloren geht? 
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Anflösung: Es ist das Wasserqnantum 

pro Hub = 3,1416 • 12,5 = 39,27 Liter, 
pro Minute = 39,27 • 27 = 1060,29 Liter, 
pro Sekunde = 17,6715 Liter, 

welches zugleich 17,6715 kg wiegt; mithin ist die zum Heben des Wassers 

nötige Arbeit pro Sekunde 

17,6715 • 14 = 247,401 mkg. 

Hierzu kommt noch die Nebenarbeit, welche V4 der gesamten, demnach ^/a der 

vorstehenden Arbeit ausmacht. Die zum Betriebe der Pumpe erforderliche 

Gesamtarbeit ist daher 

247,401 • 4- = 329,868 mkg per Sekunde, 
oder rund 

4,4 rs. 

93. Eine wie viel pferdige Dampfmaschine wäre aber für vorstehende 
Pumpe zu wählen, wenn der Lieferant der ersteren einen Wirkungsgrad von 
0,66 garantiert? 

Antwort: Eine 6,6 pferdige Dampfmaschine. 

94. Für eine Dampfmaschine ist der Kolbendui-chmesser 30, der Kolben- 

7 
hub 60 cm und der Wirkungsgrad jy-, wie viel Umdrehungen muss das 

Schwungrad in der Minute bei 4 Atmosphären machen, um einen Nutzeffekt 

22 
von 24 Pferdestärken zu erzielen, wenn :7t zu -=- angenommen wii'd? 

Antwort: Aus der zweiten Beziehung für N ergiebt sich nach Ein- 
setzung der gegebenen Zahlenwerte n = 50. 

95. Wie viel Atmosphären Überdruck müssten aber auf den Dampf- 
kolben wirken, wenn der Betrieb einer Fabrik eine affektive Arbeit von 
18 Pferdestärken und für das Schwungrad die Tourenzahl 60 verlangt? 

Antwort: p = 2,5. 

Drittes Kapitel. 

Das dritte Grundgesetz. Masse. Arbeitsvermögen 

bewegter Körper. 

§ 19. 
Das Grundgesetz der Beschleunignng. 

Nach dem dritten Grundgesetze der Mechanik erteilen 
irgend zwei Kräfte Pj und P2, welche nacheinander auf ein 
und denselben Körper wirken, letzterem diejenigen beiden Be- 
schleunigungen Pi und P2, welche sich genau so verhalten, wie 
jene Kräfte P^ und Pg selbst; es besteht also die Proportion 

B^\r^=p^,p. (22) 
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Um Bich eine klare Vcnvtelfane: vmn Uialte dteet EnfidmoigaBaiEefl 
lameigiieii, denke mia rieh auf einer ToükommeB wsgereekta Ebene emen 
K^Srper, etwm in Gettalt eines kleinen Wagens; an l etz t e re m sei ein Faden 
befestigt, wdehar in ebenfüb horizontaler Bkktang fiber eine Bolle lioft 
und an dessen Ende dne Wagsdiale hinget Jetzt wird offenbar «ne Be- 
wefUDg des Wagens erfolgen oder nicht, jenadidem die bewegende Kraft, 
nämlich das Crewicht der Schale, grösser oder kleiner ist als die Bewegmigs- 
widersUnde, das sind in diesem Falle die Beibnng nnd der Laftwidenstand. 

Kon k(hinte man auf der einen Seite durch Mdirbdastong des Wagens 
die Beibang, auf der anderen S^te durch Auflegen von Gewieliten nof die 
WagschaJe die bewegende Kraft beliebig vergrossem und anf diese Weise 
einen Zustand herausprobieren, in welchem die bewegende Kraft d&k Bew^gungs- 
wfdersüinden genau das Gleichgewicht halt Von diesem Momoite an TerhSlt 
sieh unser Wagen gerade so, als wenn gar keine Kräfte auf ihn wirkten, 
z. B. wfirde ihn ein Anstoss nach dem Gesetze der Trägheit in eine gleich- 
f (tarmige Bewegung versetzen, und der ganze Apparat ist daher nunmehr für 
unseren Hauptzweck geeignet. 

Bringen wir nämlich auf die Wagschale irgend ein Gewicht Pt und dann 
an dessen Stelle ein zweites, beliebiges Gewicht Ps, so wird in beiden Fällen 
eine gleichfthrmig beschleunigte Bewegung des Wageus erfolgen, und die 
Geschwindigkeitszunahmen pi und ps werden sich genau so verhalten wie 
jene Gewichte Pi und P^, welche sie verursacht hatten. 

Bei einem wirklich ausgeführten Versuche würden statt der Beschleu- 
nigungen pi und P2 zweckmässiger die Wege Si und Ss zu messen sein, 
welche der Wagen beidemale vom Ruhezustande aus und zwar in der- 
selben Zeit t zurücklegt; denn es gelten die Beziehungen 

«, = ^ t^ und 8.> = ^ f«, 

woraus folgt 

Si : H-i = pi : p2» 

Sind also die durchlaufenen Wege Si und 82 den aufgelegten Gewichten Pi 
und P2 proportional, so ist die Richtigkeit des Grundgesetzes, experimentell 
bestätigt. 

Haben wir auf diese Weise ein volles Verständnis für das 
Axiom der Beschleunigung gewonnen, so erhellt auch leicht die 
Richtigkeit der Proportion 

worin P eine Kraft bedeuten soll, welche für sich allein einem 
Körper vom Gewichte G eine Beschleunigung p erteilt; denn da, 
wie schon früher erwähnt, das Gewicht eines jeden Körpers füi* 
letzteren selbst im luftleeren Räume eine Acceleration g = 9,81 
Meter hervorbringt, so ist die Beziehung No. 23 einfach als ein 
spezieller Fall von No. 22 aufzufassen. 
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{jbnngBbei spiele. 

96. Ein bestimmter Körper erfährt jetzt durch eine Kraft von 24 kg' 
eine Beschleunigiuig Ton 4 Metern ; welche Beschleunigung wird diesem 
Eürper durch eine ejiäter auf ihn einwirkende Kraft von 42 kg mitgeteilt 
werden ? 

Lösung; Be:ieichnet man die gesuchte Boachleumgung mit x, so besteht 
nach 22 die Proportion 24 : 42 = 4 : x, woraus folgt x ^ 7 Meter. 

97. Welche Krikft wäre aher nütig, um demselben Kltrper eine Bfl-i 
Bchleunigung von 0,5 Metern zu erteilen ? 

Antwort: 3 Kilograram. 

98. Man soll das Gewicht G dieees Körpers ermitteln. 
Lösung; Nach Formel 23 folgt 

24 ; G = 4 : 9.81 imd hieraus G = 9,81 G = 5y.8G Kilogramm. 

99. Auf die Wagschale des im vorigen Paragraphen besprochenen 
Apparates wird ein Lbergewieht von einem Kilogramm gebracht. Wie gross 
berechnet sieh nun das Gewicht des Wagens nebst etwaiger Ladung, wenn 
deraelbe in 2 Sekunden einen Weg von 6 Metern lurUcklegt? 

Auflösung: Aus der Formel s = -|- ta ergiebt sich für t=.2 und 8=6:. 

p = 3 Meter, 
die Beachlennigung, und mit Einsetzung dieses Wertes, sowie P^l und 
g = 9,81 in der 23. Formel 1 ; G = 3 ; 9,81 oder 

C = 5.?T' Kilogramm. 
das Gewicht des Wagens mit Belastung. 

100. Eine Kugel von 98,1 kg Gewicht bewegt sich auf einer sehr glatten \ 
horizontalen Ebene in gerader Linie mit einer Beschleunigung von 3 Metern. I 
Welche Kraft ist die Ursaclie dieser Bewegung, wenn von Reibung und Lnfb-f 
widerstand abgesehen wird? 

Antwort: Eine Kraft von 30 Kilogramm. 

101. Das Geaamtg-e wicht eines Eisenbahnzugea beträgt 300000 kg. Wie 
viel Zugkraft mass die Lokomotive aufwenden, um demselben anf horizontaler 
Bahn in 2 Minuten eine Geschwindigkeit von 12 Metern zu erteilen, selbst 
wenn die vorhin genannten Bewegungahindemisse unberücksichtigt gelaasen A 

Auflösung: Zunächst erhält man mit EiDfilhrung von t ^^ 120 und 1 
T ^ 12 in die bekannte Relation v^pt die Beschleunigung des Zngeil 
p = 0,1 Meter. Nun ergiebt sieh leicht nach No. 23 P = 3058,1 kg, die J 
Zugkraft der Lokomotive. 



Entwichelnng des BegriJfes „Hasse". 
Denkt man sich einen bestimmten Körper, welöhem die Kraft 
Pj die Beschleunigung p, und eine andere Kraft P^ die Be- 
schleunigung p, erteilt, so gilt nach No. 22 die BeÄiehung 



It 

I 




44 

p, : P2 = Pi : P2, w. f. Pi : Pi = P2 : P2 

oder 

P2 P2 
Lässt man nun auf denselben Körper die ferneren Kräfte 
Pg, P4, • • • — aber jede für sich allein — wirken und be- 
zeichnet die hervorgebrachten Beschleunigungen mit pg, P4, • • •, 
so ist weiter 

Pl P2 Ps P4 

Wie viele Kräfte also auch nacheinander auf einen und den- 
selben Körper wirken mögen — der Quotient zwischen jeder 
derselben und der von ihr erzielten Beschleunigung bleibt immer 
derselbe! Es ist dies eine Thatsache, welche auch aus der Pro- 
portion 23 hervorgeht, wenn man sie in der Form 

P _ G^ 

P S 
schreibt; denn weil für irgend einen Körper das Gewicht G und 

die Acceleration g der Erdschwere genau bestimmbare Grössen 

sind, so hat auch das Verhältnis P : p für jeden Körper einen 

ganz bestimmten Wert. Dies Verhältnis heisst die Masse des 

Körpers und wird gewöhnlich mit M bezeichnet; man hat 

demnach 

P G 
üf == — = — (24) 

P il 

oder in Worten: Die Masse eines Körpers ist der Quotient 
aus einer beliebigen auf den Körper wirkenden Kraft und 
der dem Körper von der Kraft erteilten Beschleunigung, 
speziell also auch der Quotient zwischen dem Gewichte des Körpers 
und der Acceleration der Erdschwere; man hüte sich aber vor 
Verwechselungen der beiden Begriffe „Gewicht" und „Masse": 
Das Gewicht eines Körpers ist der Druck des letzteren auf eine 
ruhende Unterlage und nimmt zu oder ab, jenachdem er sich dem 
Sitze der Erdschwere nähert oder sich davon entfernt, während 
die Masse eines Körpers an allen nur denkbaren Orten die gleiche 
ist, weil mit dem Gewichte zugleich die Acceleration und zwar 
derart sich ändert, dass der Quotient aus beiden der nämliche 
bleibt. 



Um ein passendes Mass für die Masse zu erhalten, liegt am 

nächsten, als Einheit die Masse desjenigen Körpers festzusetzen, 

welchem von der Krafteinheit (ein Kilogramm) die Einheit der 

Beschleunigung (ein Meter) erteilt wird; das Gewicht dieses 

Körpers ergiebt sich, wenn man in der 24. Beziehung P = 1,^ 

p = 1 und g = 9,81 setzt. Weil hierdurch 

M= 1 imi G = 9,81 kg 

entsteht, so ist die Masseneinheit die Masse desjenigen 
Körpers, welcher bei uns 9,81 Kilogramme wiegt 

Übnngsbeispiele« 

lOS". Wie viel Masseneinheiten enthält ein Körper von 775 Kilogramm 
Gewicht? 

Antwort: Circa 79. 

103. Welches ist* die Masse eines Körpers, welchem eine Kraft von 
P Ealogrammen in t Sekunden eine Geschwindigkeit von v Metern erteilt? 

y 

Lösnng: Ans v = p t folgt p = — und mit Einsetzung dieses Wertes 

X 

in24:J!f=— . 

V 

104. Wie gestaltet sich das Resultat der vorigen Aufgabe für die 
speziellen Zahlenwerte' P = 7,5 kg, t = 2 Minuten und v = 18 m ? 

Antwort: M = 50. 

105. Man soll das Gewicht dieser Masse bestimmen. 
Resultat: G = M g = 490,5 kg. 

106. Wenn die Beschleunigung des freien Falles auf dem Monde 1,7 m 
beträgt, wie viel Küogi'amm Druck übt eine an der Mondoberfläche befind- 
liche Masse gegen ihre Unterlage aus, welche bei uns ein Kilogramm wiegen 
würde? 

Lösung: Bezeichnen wir die gesuchte Anziehungskraft des Mondes 

auf die genannte Masse mit x, so gilt nach No. 23 die Proportion 

X : 1 == 1,7 : 9,81, 
woraus folgt 

X = 0,1733 Kilogramm. 

107. Welche Drücke würde aber dieselbe Masse auf dem Jupiter, resp. 
auf der Sonne gegen ihre Unterlage ausüben, wenn die Beschleunigungen 
des freien Falles auf diesen Himmelskörpern 26,3, resp. 270 Meter sind? 

Resultat: 2,68 und 27,52 Kilogramm. 

108. Welche Beschleunigung erzeugt eine Kraft von 68 kg, welche auf 
einen Körper von 170 Masseneinheiten wirkt? 

Antwort: Eine Beschleunigung p = 0,4 m. 
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109. Ein Körper von 36 kg Grewicht bewegt sich yom Bnheznstande 
atiB gleichförmig beschleunigt nnd durchläuft in einer Minute den Weg von 
68,67 m. Man ermittele diejenige Kraft, welche diese Bewegung verursacht hat 

Lösung: P = 0,14 kg. 

110. Wie verhalten sich die Beschleunigungen pi und p2, welche der- 
selben Masse von zwei verschiedenen Kräften Pi und P2 erteilt werden? 

Antwort: Direkt wie die letzteren, es gilt also die Proportion 

111. Wie verhalten sich dagegen die Beschleunigungen, welche ein 
und dieselbe Kraft bei zwei verschiedenen Massen Mi und M2 erzeugt? 

Antwort: Umgekehrt, wie die letzteren, sodass die Proportion besteht 

p^ : p^ = Mi : Ml. 

112. Wie verhalten sich endlich zwei Kräfte Pi und P2, wenn die erstere 
einer Masse Mi die Beschleunigung pi und 6ih letztere einer Masse. M2 die 
Beschleunigung p2 beibringt? 

Antwort: Wie die Produkte aus Masse und Beschleunigung, also 

nach der Proportion 

jPi ; 1*2 = Ml pi : M2 P2» 

§ 21. 
Einf fihmng Ton Kraft und Masse in die Bewegnngsformeln. 

Wirkt auf einen Körper mit der Masse M eine bestimmte 
unveränderliche Kraft P, so geht der erstere in eine gleichförmig 
beschleunigte Bewegung über und zwar ergiebt sich aus No. 24 
die Beschleunigung 

oder in Worten: 

Beschleunigung = ^-p — ^ 

^ ^ Masse 

Nehmen wir nun vorerst an, dass der genannte Körper vor 

ISnwirkung der Kraft P im Ruhezustande war, so wird derselbe, 

wie im ersten Kapitel gezeigt wurde, nach Verfluss von t Sekunden 

qIm Geschwindigkeit 

V = pt 
besitzen und den Weg 

zurückgelegt haben. Mit Einsetzung des obigen Wertes von p in 
die b^den letxten BeziehuTio'An entsteht aber 



p . p , 

V = :r; t, sowie S = -r-rf t 

M 2 M 

oder, wenn wir 

^ Mv 



aus der Gleichung links in die Gleichung rechts substituieren: 

P_ M*^_Mv* 

^ ~ 2 M ■ P= ~ 2 P 
und hieraus durch Multiplikation mit P: 

^. = f ..< (2S) ^ 

worin P Kilogramme, dagegen s und v Meter bedeuten. 

Die linke Seite der vorstehenden Gleichung stellt das Produkt 
aus der Kraft P und dem vom Angriffspunkte der letzteren zu- 
rückgelegten Weg s, mithin diejenige mechanische Arbeit dar, 
welche die Kraft P leistete, indem sie einen Körper von der 
Masse M durch den Weg s getrieben und ihm die Geschwindig- 
keit v erteilt hat, eine Arbeit, welche der Körper vermöge 
seiner Trägheit jederzeit wieder verrichtet, sobald er 
durch Widerstände irgend welcher Art in den Zustand 
der Ruhe zurückgeführt wird. 

Diese Fähigkeit eines bewegten Körpers, eine ganz bestimmte 
mechanische Arbeit zu leisten, welche wir seine Arbeitsfähig- 
keit oder sein Arbeitsvermögen*) nennen wollen, erhält man 
also zahlengemäsa, wenn man die halbe Masse des Körpers 
mit dem Quadrat seiner Geschwindigkeit multipliziert 

Hat beispiela weise ein beladeaer Eiaenbahnwcigea, welcher aich in einem 
hBBtininiten Aiigrenblicke mit einer Geschwindigkeit von 7 tn bewegt^ ein 
Gewicht von 6000 kg, bo ist seine Masse 



•) Niclit gei'ade glücklich wurde f l!i- diesen Begiiff der Name „lebendige 
Kraft" gewählt, eine Benennung, welche sich leldev immer noch in den meisten 
Lehibücbern und technischen Zeitschriften vorfindet und ganz dazu angethan 
ist, bei Anfängern unklare Vorstellungen zn erwecken ; denn -^ v^ igt keine 

Kraft, sondern eine mechanische Arbelt, eine gewisse Anzahl von 
Heterkilogrammen! 



I 

i 
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G 6000 nHAAA 

" = 7 = 9:81 =^^*'** 

und daher sein Arbeitsvermögen 

A^. = ^ v-^ = 307,22 . 49 = 15053,78 mkg, 

d. h.: dieser Wagen kann auf Grund seines Behan'ungsvermögens eine 
mechanische Arbeit von über 15000 mkg leisten, also z. B. einen Wider- 
stand von 1000 kg oder 20 Centner lediglich infolge der Trägheit auf einer 
Strecke von reichlich 15 m überwinden. 



Ubungsbeispiele. 

113. Eine 7 kg wiegende Granate verlässt den Lauf des Geschützes mit 
720 m Geschwindigkeit; man bestimme die Arbeitsfähigkeit dieser Granate. 

Resultat : 184954 Meterkilogramme. 

114. Wie hoch würde diese Granate vermöge ihrer Arbeitsfähigkeit im 
luffcleeren Baume steigen, wenn der Geschützlauf vertikal nach oben ge- 
richtet wird? 

Lösung: Ist die Steighöhe x Meter, so folgt aus 7 x = 184954, x = 26422. 

115. Wie gross ist das Arbeitsvermögen eines 10 kg schweren und mit 
10 m Geschwindigkeit fortschreitenden Körpers? 

Antwort: 50,97 mkg. 

116. Welches ist das Arbeitsvermögen eines Körpers vom Gewichte G, 
welcher im luftleeren Räume von der Ruhe aus t Sekunden lang gefallen ist? 

Antwort: L = — Ggt^ Meterkilogramme, wenn G in Kilogrammen 
angegeben ist. 

117. Ein Körper von 39,24 kg Gewicht gelangt mit 24 m Geschwindig- 
keit auf eine horizontale Eisfläche und legt auf letzterer ohne jede weitere 
bewegende Kraft noch einen Weg von 1600 Metern zuiiick. Wie hoch be- 
rechnet sich hieraus der durchschnittliche Bewegungswiderstand? 

Lösung: Aus dem Umstände, dass die zur Überwindung der Bewegungs- 
hindemisse (Reibung und Luftwiderstand) W nötige Arbeit gleich dem Arbeits- 
vermögen des Körpers sein muss, ergiebt sich W = 0,72 kg. 

118. Wie weit würde aber dieser Körper nur kommen, wenn der Be- 
wegungswiderstand fortwährend 2 kg betrüge? 

Antwort: 576 Meter. 

119. Man bestimme das Arbeitsvermögen eines Schwungradkranzes, für 
welchen der äussere, resp. innere Durchmesser D, resp. d Decimeter und die 
Breite b Decimeter betragen, wenn die Umlaufszahl pro Minute n ist und 
das spezifische Gewicht des Eisens mit y bezeichnet wird. 



Auflösung: Der Kranz des Schwungrades ist ein Hohlcylinder und 
mithin sein Volumen 

f V = -j- (D2 — d«) b 7t Kubikdecimeter, 

sein Gewicht 



G = -p (D + d) (D — d) b T' :t Kilogramme 



ond seine Masse 



M = ^ (D + d) (D - d) b. 



Andererseits ist die mittlere Umfangsgeschwindigkeit des Eadkranzes 

D + d 

V = -^ = 5J^gt^ Decimeter 

oder 

nJD + d) 

^ "" 382 ^^^^ 
i^d mithin ergiebt sich die Arbeitsfähigkeit des Schwungradki-anzes 

^- 2 ^ 8g (^ + '1^^ <1)'> 145924 
o4er, well der Zahlenfaktor 



* = 0,0000002743 



1 



8 ■ 145924 . g 
\Bt: ^ 

^ == 0,0000002743 (!> + c^a (I> — d) nT- h y Meterhilogrmnme, 

^obei, wie schon erwähnt, die Dimensionen D, d und b in Decimetern ver- 
tu standen sind. 

^ I 120. Welches ist das Arbeitsvermögen vom Einge eines gusseisemen 

j/ Schwungrades mit den Dimensionen D = 52 dm, d = 48 dm, b = 2,8 dm, 
der Tourenzahl n = 57,3 und dem spezifischen Gewichte ^ = 7,3 ? 

f Antwort: A = 73633 mkg. 

121. Wie lange würde dieses Schwungrad lediglich infolge seiner Träg- 
heit einen Effekt von 16 Pferdestärken auszuüben imstande sein? 

Antwort: 1 Minute 1,36 Sekunden. 

122. Es soll das Arbeitsvermögen eines schmiedeeisernen Schwungrad- 
ringes f ür D = 32, d = 29, b = 2, n = 50 und y == 7,8 berechnet werden. 

Antwort: A = 7284,5 mkg. 

123. Mit wie viel Pferdestärken würde der Schwungi-adkranz der vorigen 
Aufgabe auf Grund des Behanningsvermögens eine Minute lang arbeiten ? 
Antwort: Mit circa 1,6 PS. 

§ 22. 
Satz Ton der Erhaltung der Arbeit. 

Wirkt auf einen Körper mit der Masse M, welcher schon 
eine Geschwindigkeit von c Metern besitzt, in der Richtung 

Geigenmüller, Mechanik. 4 
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und im Sinne seiner Bewegung eine einzige unveränderliche Kraft 

von P Kilogrammen ein, so erteilt die letztere dem ersteren eine 

Beschleunigung 

P 

und es hat folglich jener Körper nach t Sekunden die Geschwindigkeit 

p 
v = c + pt = c + ^.t 

erlangt, sowie den Weg 

s = ct + |f^ = ct+2^t^ 
zurückgelegt. Setzt man nun aus der vorletzten Beziehung 

t = (v — c) ^ 
in die letzte Gleichung für s ein, so ergiebt sich 

s = c (v — c) p- + 2^ (V — c)~ 
und hieraus nach kurzer Rechnung 

Ps = ^Y'-^c^^ = ^(v--e^). • . (26) 

In der linken Seite der vorstehenden Gleichung erkennen wir 
jetzt diejenige mechanische Arbeit, welche die Kraft P leisten 
musste, um die Trägheit des Körpers mit der Masse M auf der 
Wegstrecke s zu überwinden, oder, um denselben von der Ge- 
schwindigkeit c auf die Geschwindigkeit v zu bringen, und die 
rechte Seite stellt die Differenz der beiden Arbeitsfähigkeiten 
dar, welche dem Körper am Ende und am Anfange der Be- 
wegung innewohnen, das ist die Zunahme des Körpers an Arbeits- 
vermögen. 

Wirkt also nur eine Kraft beschleunigend auf eineU- 
Körper, so ist ihre mechanische Arbeit gleich der int* 
letzteren erzeugten Arbeitsfähigkeit. 

Nehmen wir ferner an, dass jetzt, wo der Körper die Ge- 
schwindigkeit V besitzt, an die Stelle der bewegenden Kraft f 
ein Widerstand W tritt, so entsteht offenbar eine verzögert^ 
Bewegung mit der Anfangsgeschwindigkeit v und der Verzögeruag 

/ W 

P=M' 



und mitliin erhält man die Endgeschwindigkeit c und den nach 
i.' Sekunden zurückgelegten Weg des Körpei's mittels der beiden 



c = T — p' t' und s' ^ V t' — -^ V'-. 

Dni'ch Elimination von p' und t' aus den voi-stehenden drei 
•Gleichungen ergiebt sich nach einer der vorigen analogen Rechnung 

Ws'-f (v'-C). 

Weil Ws' diejenige mechanische Arbeit darstellt, welche 
unser Körper vermöge seiner Arbeitsfähigkeit bei Überwindung 
des Bewegungs Widerstandes W geleistet hat, und weil die rechten 
■Seiten der letzten und 26. Formel übereinstimmen, demnach auch 

P s = W s' 

ist, so gilt der Satz: Die meehanisehe Arbeit (Ps), welche 
ein Körper aufnimmt, indem ihn eine Kraft P von einer 
kleineren Geschwindigkeit (e) auf eine grössere Ge- 
schwindigkeit (v) bringt, wird von diesem Körper stets 
wieder produziert, wenn ihn irgend ein Widerstand W 
nötigt, auf jene kleinere Geschwindigkeit (c) zurück- 
zugehen. 

§23. 
Wirkungsweise der Scliwnngräder. 

Eine direkte Anwendung des letzten Satzes und damit zugleich 
eine Gelegenheit, den Satz von der Erhaltung der Arbeit anschaulich 
ün machen, bietet die Wirkungsweise eines Schwungrades dar. 

Bei vielen Maschinen ist nämlich entweder die bewegende 
Kraft, z. B. bei den Dampfmaschinen mit Expansion, oder der ku 
öberwindende Widerstand, wie bei Metall- oder Holzbearbeitungs- 
maschinen, bei manchen beides zugleich veränderlich; durch 
läie infolgedessen eintretende ungleichförmige Bewegung würden 
Stösae hervorgerufen werden und letztere wieder nicht nur Be- 
schädigungen der Maschinenteile, sondern auch Arbeitsverluste 
Verursachen. 

Um diese Nachteile zu vermeiden, bezw. zu vermindern, sucht 
"^«■11 einen gleichmässigen Gang der Maschine zu erzielen und 
^'Teieht denselben wenigstens annähernd, wenn man auf einer 
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mit grosser Tourenzahl laufenden und in der Nähe der zu regu- 
lierenden Kraft gelegenen Rotationswelle ein Kad mit verhältnis- 
mässig grossem Durchmesser und schwerem guss- oder schmiede- 
eisernen Kranze, ein sogenanntes Schwungrad, anbringt. Bei 
überschüssiger Kraft wird in diesem Schwungrad mehr Geschwindig- 
keit und hierdurch aucli mehr Arbeitsvermögen erzeugt, letzteres 
aber wieder in Nutzarbeit umgesetzt, sobald and so lange die Inten- 
sität der Widerstände diejenige der bewegenden Kraft übertrifft. 
Weil aber das Schwungrad bei seiner bedeutenden Masse und 
hohen Tourenzahl schon ziemliche Quantitäten Arbeit aufnehmen 
nnd abgeben kann, ohne seine Geschwindigkeit wesentlich zu 
ändern und weil andererseits die Intensitätsschwankungen der 
bewegenden Kraft und des Widerstandes in der Hegel nur von 
kurzer Dauer sind, so leuchtet ein, dass durch das Schwungrad 
* ein nahezu gleichförmiger Gang der Maschine herbeigeführt 
werden muss. 

Man könnte das Schwungrad nicht unpassend mit einem 
Gefässe vergleichen, in welchem sich ein bedeutendes Quantum 
von Ai'beitsvermögen befindet und welchem man daher schon 
ziemliche Mengen mechanischer Arbeit zuführen oder entnehmen 
kann, ohne es dem Inhalte sonderlich anzumerken. 

Selbstverständlich wird für solche Maschinen ein Schwungrad 
entbehrlich sein, in welchen schon sehr schwere Eäder oder 
Scheiben mit hinreichender Umfangsgeschwindigkeit laufen und 
demnach das Sciiwuugrad ersetzen; so wirken beispielsweise die 
Läufer einer Mahlmühle als Schwungräder. 

Aber nicht bloss als Egalisator, sondern auch lediglich als 
Arbeitsansammler kann das Schwungi-ad dienen. Wenn nämlich 
eine gegebene Arbeitskraft zur Überwindung eines bestimmten 
und sehr bedeutenden Widerstandes nicht ausreicht, wie dies z. B. 
bei Walz- und Prägwerken vorkommt, so kann man jene Kraft 
zunächst nur auf das Schwungrad wirken lassen und hierdurch 
in letzterem so viel mechanische Arbeit aufspeichern, als zur 
Überwindung des vorhandenen AViderstandes erforderlich ist. Auch 
in diesem Falle trifft der Vergleich des Schwungrades mit einem 
Behälter von Arbeitsvermögen noch vollkommen zu, nur wird hier 
das Gefäss gänzlich oder doch naliezu entleert, ehe man es von 
neuem wieder anfüllt. 
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§ 24. 
Gleichförmigkeitsgrad des Schwungrades. 

Bezeichnet man die Zunahme an Arbeitsfähigkeit, welche 
ein Schwungrad erfährt, indem seine Umfangsgeschwindigkeit 
von c auf v wächst, mit A, so gilt nach No. 26 die Beziehung 

M 

woraus folgt 

A = M (v — c) ^-^> 

oder, wenn man die mittlere Schwungradgeschwindigkeit 

V + c 

-^ = ' 

setzt und durch A (v — c) dividiert : 

1 ^ M/ 
V — c ~~ A 
und hieraus nach Multiplikation mit y\ 

_J1_ = ^ ..... (27) 
V — c A 

Die linke Seite dieser Gleichung, d. i. das Verhältnis zwischen 
der mittleren und der Differenz aus der grössten und kleinsten 
Umfangsgeschwindigkeit des Schwungrades, heisst der Gleich- 
förmigkeitsgrad des letzteren und wird gewöhlich mit ö be- 
zeichnet Wie uns die Formel 27 sagt, ist der Gleichförmigkeits- 
grad direkt proportional der Masse M des Schwungradkranzes und 
dem Quadrate seiner mittleren Geschwindigkeit y^ dagegen indirekt 
proportional der Arbeitsdifferenz A, welche das Rad erleidet. 

Nach Grove ist zu nehmen 

bei Hammer- und Stampfwerken (3 = 5, 

„ Pumpen und Schneidemühlen ö = 20 bis 30, 

„ Webereien und Papiermaschinen . . . . d = 40, 

,, Mahlmühlen ö = 50, 

„ Spinnereien mit niedrigen Garnnummern . . d -= 50 bis 60, 

„ „ „ hohen „ . . d = loo. 

Für gewöhnliche Dampfmaschinen wählt man 

bei ßiemenbetrieb (5 = 35 und 

„ Zahnräderbetrieb (5 = 50. 
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Schliesslich sei noch erwähnt, dass — der Ungleichf örmigkeits- 

grad des Schwüngrades genannt wird nnd dass unter y, c und v 
auch die entsprechenden Umfangsgeschwindigkeiten des Kurbel- 
zapfens verstanden werden dürfen. 

Übungsbeispiele« 

124. Wie viel mechanische Arbeit ist erforderUch, um einen 8 kg schweren 
Körper von 4 auf 7 m Geschwindigkeit zu bringen ? 

Antwort: Eine Arbeit von 13,456 mkg. 

125. In welcher Zeit bringt eine Bjraft von 0,1 kg einen Körper von 
10 kg Gewicht von 7 auf 17 m Geschwindigkeit? 

Antwort: In einer Minute 42 Sekunden. 

126.' Welche Arbeit verrichtet ein Schwungrad von 10000 kg Gewicht 
vermöge seiner Ti-ägheit, wenn die Umfangsgeschwindigkeit desselben von 
15 auf 5 m heruntergeht? 

Antwort: 101936 mkg. 

127. Wie gross ist der Widerstand, welcher durch genannte Arbeit auf 
5 m Länge tiberwunden wird? 

Antwort: 20387,2 kg. 

128. Man gebe den Gleichförmigkeitsgrad eines Schwungrades an, für 
welches die kleinste und die grösste Geschwindigkeit 13,2 und 12,8 m sind. 

Lösung: Aus v = 13,2 und c = 12,8 folgt j' == 13 und mithin der 

Gleichf örmigkeitsgi-ad 6 = — ^ = 32,5. 

129. Der Eing eines Schwungi-ades, welcher eine mittlere Geschwindig- 
keit 7 == 12 m und den Gleichförmigkeitsgrad 6 = 40 besitzen soll, nimmt 
periodisch eine Arbeit von A = 720 mkg auf, um dieselbe sofort wieder 
abzugeben. Welches Gewicht muss nun dieses Schwungrad erhalten? 

Ag(y 
Antwort: G = — - — = 1962 kg. 

r 

130. Die Umfangsgeschwindigkeit eines 2943 kg schweren Schwungi-ades 
schwankt zwischen 9,7 und 10,1 m. Man soll den Gleichförmigkeitsgrad 6 
und diejenige Arbeitsgrösse A ermitteln, welche das Schwungrad abwechselnd 
aufnimmt und wieder abgiebt. 

Resultate: 6 = 24,75 und A = 1188 mkg. 

§ 25. 
Yermischte Beispiele und Aufgaben über Kräfte und deren 

Leistungen. 

131. Ein Tourist, welcher samt Kleidern und Gepäck 80 Kilo- 
gramme wiegt, ersteigt in 5 Stunden einen Berg von 1600 Meter 
Höhe. Welchen Effekt muss derselbe durchschnittlich ausüben, 
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wenn man annimmt, dass der Körper bei jedem Schritte um Vs 
der vertikalen Erhebung zurücksinkt? 

Antwort: Einen mittleren Effekt von 8 Meterkilogrammen. 

132. Eine Wasserpumpe macht z = 25 Hübe in der Minute 
und liefert bei jedem Hube q = 40 Liter auf eine Höhe von 
H = 9 Meter. Wie viel Pferdestärken sind zum Betriebe nötig, 
wenn durch Nebenhindemisse ^/^ der Nutzarbeit verloren geht? 

Antwort: N = %^ = 2,5 PS. 

3600 

133. Wie gestaltet sich aber das Resultat der vorigen Aufgabe, 
wenn statt des Wasserquantums q der Durchmesser d und die 
Hubhöhe h des Kolbens, und zwar beide in Metern, gegeben sind? 

Antwort: N = 0,218 d^ h H z Pferdekräfte. 

134. Man löse die vorige Aufgabe für die speziellen Zahlen- 
werte d = 0,3, h = 1, H = 10, z = 25. 

Resultat: N = 4,9 PS. 

135. In einem gegen den Horizont geneigten Kanal ist der 
normale Querschnitt des einfliessenden Wassers 2 Quadratmeter 
und die Geschwindigkeit des letzteren an der Oberfläche 1,09 m, 
während die Oberflächengeschwindigkeit des Wassers am Ende 
des Kanales 5 m beträgt. Wie viel Pferdestärken sind in dem 
aus dem Kanäle kommenden Wasser enthalten, wenn die mittlere 
Geschwindigkeit eines Wasserlaufes nahezu ®/io von derjenigen 
an der Oberfläche ist? 

Lösung: Es ist das Gewicht des am oberen Kanalende per Sekunde 
zufliessenden Wasserquantums G = 2 • 1,09 • 0,9 • 1000 = 1962 kg, folglich 
dessen Masse M = 200. Andererseits ist die mittlere Geschwindigkeit des 
Wassers am unteren Ende v = 5 • 0,9 = 4,5 m und mithin nach No. 25 die 
sekundliche Arbeit = 100 • 4,5 • 4,5 == 2025 mkg oder X= 27 rS. 

136. Auf die 45 dm langen und 10,9 dm breiten Schaufeln 
eines Schiffmühlenrades drückt Wasser mit 1,2 m Geschwindigkeit. 
Wenn nun dieses Rad eine Nutzarbeit von 1,5 Pferdestärken liefert, 
wie hoch berechnet sich dann der Wirkungsgrad des ersteren ? 

Auflösung: Auf die Schaufeln wirkt in jeder Sekunde ein Quantum 

Wasser vom Gewichte 

G = 45 . 10,9 . 12 = ÖSS6 hff, 

mithin von der Masse 

,^ G 5886 ^.^^^^ 

und dem Arbeitsvermögen 
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^ t'i = 300 • 1,2 • 1,2 = 4:f^ mkg. .; 

Folglich besitzt das Wasser vermöge seiner Trägheit eine Arbeitskraft vo» 

70 

und es ergiebt sich der Wirkungsgi'ad des SchiffmUhlenrades 

137. Die vier Flügel einer Windmühle haben zusammen eine 
Fläche von 100 qm. Wie viel Nutzarbeit werden dieselben bei 
einerWindgeschwindigkeit von 6 m produzieren, wenn derWirkungs- 
grad V-2 und die Luft 800 mal leichter als Wasser ist? 

Lösung: Ein Kubikmeter Luft wiegt -ötjtt^-t" kg. In einer Sekunde 

wirken auf die Windmühlenfltigel 100 • 6 == 600 cbm mit dem Gewichte 

5 750 

600 • -j- = 750 kg und der lebendigen Kraft -^ — 36 mkg. Demnach ist die 

Arbeitskraft des Windes 

N='l'-'' =^ = 18,846 rS 
75 • g g 

und das Windrad liefei-t 9,2 Pferdestärken Nutzarbeit. 

138. Man löse die vorige Aufgabe unter der Bedingung, dass 
die Fläche der Flügel f Quadratmeter, die Geschwindigkeit des 
Windes v Meter, das Gewicht des Kubikmeters Luft k Kilogramm 
betragen und der Wirkungsgrad ?/ sei. 

f t y3 

Resultat; Der Nutzeffekt beträgt 7—^- ?; Pferdestärken. 

^ loO g 

139. Jemand schleudert einen Körper von G = 1,4 kg Ge- 
wicht h = 9 m vertikal aufwärts, indem er ihn auf der Strecke 
s = 0,6 m unausgesetzt forttreibt. Mit welcher Stärke P hat 
die Hand auf den Körper gedrückt? 

Lösung: Aus P s = G h folgt P = — = 21 kg. 

140. An den Enden eines über eine Rolle gelegten Fadens 
hängen die beiden Gewichte Gj und Go, von welchen Gj >> G«. 
Welches ist die Beschleunigung p der entstehenden Bewegung 
unter der Voraussetzung, dass vom Eigengewicht des Fadens, 
sowie von der Trägheit der Rolle, femer von der Reibung und 
vom Luftwiderstande abgesehen wird? 
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Auflösung: Hier ist die bewegende Kraft P = Gi — G2 und das 
Gewicht der bewegten Masse G = Gi -f- G2, mithin ist nach No. 23 

(Gl - G2) : (Gi + G2) = p : g, w. f. i> = g| ~ g^ • g. 

141. Wie gross wird beispielsweise die Beschleunigung, wenn 
die beiden Gewichte 15,5 und 14,5 kg betragen? 
Antwort: 0,327 Meter. 



Viertes Kapitel. 

Das vierte Grundgesetz. Zusammensetzung und 

Zerlegung der Kräfte. 

§ 26. 
Das Grundgesetz yon der Unabhängigkeit der Bewegungen. 

Das vierte und letzte allgemeine Grundgesetz der Mechanik 
lautet: Wirken auf einen Körper zwei Bewegungsursachen, so ist 
die Ortsveränderung des ersteren die nämliche, ob nun die letzteren 
zugleich, oder aber nacheinander auf den Körper übertragen 
werden; mit anderen Worten: die eine Bewegung erfolgt un- 
abhängig von der anderen. 




Fig. 14. 

Um von dem Inhalte dieses Satzes eine richtige Vorstellung 
zu gewinnen, nehmen wir an, es bewege sich ein Schiff von A 
nach B (Fig. 14) und schräg über das Verdeck wandere eine 
Person vom Punkte C nach dem Punkte D. Auf Grund des 
obigen Erfahrungsgesetzes wird dann die Person unter allen Um- 
ständen an die Stelle D' gelangen — ganz gleichgiltig, ob erst 
das Schiff und dann die Person, oder zunächst die letztere und 
hierauf das erstere, oder endlich, ob beide gleichzeitig ihre 
bezüglichen Wege zurücklegen. 
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Man sieht aber wohl, dass nur von der vollendeten Orts- 
veränderung die Rede ist, nicht aber von dem Wege, auf dem 
sie eintritt; denn dieser ist in allen drei Fällen ein anderer: 
im ersten C C I )', im zweiten C D D' und im dritten eine zwischen 
C C D' und C D D' Hegende Linie C E D'. 

Wenn übrigens ein Punkt P gleichzeitig zwei geradlinige 
Bewegungen, z. B. von A nach B und von A nach C (Fig. 15) 
ausführt, so erhält man seine wirkliche Bahn, indem man die 
Linie AC parallel zu sich selbst mit A auf AB nach dem ersten 
und zugleich den Punkt P in der Beweglichen AC nach dem 
zweiten Bewegungsgesetze fortschreiten lässt Sind nun die 
vom Punkte in den beiden Bewegungsrichtungen AX und AY 

in einer bestimmten Zeit t zurück- 
gelegten Wege gleich AB, resp. AC, 
so befindet sich der erstere nach 
dieser Zeit offenbar im vierten Eck- 
punkte D eines Parallelogramms 
-X mit den Seiten AB und AC. 

Betreffs der Form des Weges, 
auf welchem unser Punkt von A 
nach D gelangt, beschränken wir uns auf den für später wichtigen 
Fall, dass beide Einzelbewegungen gleichförmig beschleunigt sind 
und von der Ruhe aus erfolgen. Bezeichnen wir die Beschleu- 
nigungen in den Richtungen AX und AY mit p^ und p2, so 
sind die in t Sekunden durchlaufenen, entsprechenden Wege 

AB = ^f^ und BD = ?^t'-, 

woraus durch Division beider folgt 

A B : B D = pi : P2. 
Nach einer beliebigen Zwischenj^eit r ist aber der Punkt P 
an einer Stelle mit den zugehörigen Wegen 

ÄE = X = § T^ und EP = y = ^ r', 

woraus sich ergiebt 

AE:EP = Pi :p2. 

Aus den beiden vorstehenden erhellt aber die dritte Proportion 

AE:EP = AB:BD 
und hieraus, dass P auf der geraden Linie AD liegt, dass also 
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die thatsächliche Bewegung des Punktes P auf der Diagonale 
des Parallelogramms ABDC vor sich geht. 

§ 27. 
Geometrische Darstellung der Kräfte. Zusammensetznng 

derselben im allgemeinen. 

Jede Kraft kann graphisch dargestellt werden als eine Strecke^ 
indem man die Grösse, die Richtung und den Angriffspunkt dei' 
ersteren (cfr. § 13) ausdrückt oder geometrisch versinnlicht durch 
die Länge, die Richtung und einen Endpunkt der letzteren; die 
Seite, nach welcher die Kraft wirkt, bezeichnet man durch eine 
an die Strecke oder deren Verlängerung gesetzte Pfeilspitze. 

Bei der Darstellung verschiedener Kräfte durch begrenzte 
gerade Linien kommt es zunächst darauf an, eine passende Länge, 
welche die Krafteinheit (das Kilogramm) ausdrückt, zu wählen. 
Diese Länge trägt man auf der Richtungslinie jeder gegebenen 
Kraft ebenso oft ab, als mit wieviel Kilogramm Druck (oder Zug) 
die betreffende Kraft wirken soll und erhält hierdurch Strecken, 
welche jene gegebenen Kräfte veranschaulichen und deren Längen 
sich genau so verhalten wie die Intensitäten der durch sie repräsen- 
tierten Kräfte, folglich aber auch (nach § 19) wie die Beschleu- 
nigungen, welche die Kräfte — jede für sich — dem angegriffenen 
Körper erteilen und mithin zugleich wie die Wege, welche der 
Körper unter dem Einflüsse jeder einzelnen Kraft in einer be- 
stimmten Zeit durchlaufen würde. 

Wenn z. B. die drei Kräfte Pi = 2 kg, Po = 1 kg und P3 = 4 kg den 
Körper K (Fig. 16) in den Punkten Ai, A2 und A3 angreifen soUen, so zieht 
man durch letztere drei Gerade, welche die Richtungen der Kräfte angeben, 
und macht nun Ai Ci = 2, A2 Co = 1 
und A3 C3 = 4 Längeneinheiten, z. B. 
Centimeter. Dann sind die Kräfte Pi, 
P2, P3 durch die Strecken Ai Ci, A2 Co, 
A3 C3 geometrisch versinnlicht, und wenn 
diese drei Kräfte nacheinander auf den 
Körper K einwirkten, so würde letzterer 
drei verschiedene Beschleunigungen er- 
fahren, welche sich wie 

Ai Cx : Ai C2 .• As €3== 2 : 1 : 4 
verhielten. Nehmen wir ferner an, dass in einer gewissen Zeit, etwa in drei 
Sekunden, die Kraft Pj den Körper von Ai nach Ci bewegt, so würde ihn 
in derselben Zeit P2 von A2 nach C2 und P3 von A3 nach C3 bringen. 
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Wirken nun mehrere Kräfte gleichzeitig und zwar zunächst 
auf nur einen Punkt A eines Körpers, so kann das Resultat im 
allgemeinen doch nur darin bestehen, dass dieser Körper während 
einer gewissen Zeit eine ganz bestimmte Ortsveränderung erfährt 
und da offenbar dieselbe Ortsveränderung in der nämlichen Zeit 
auch von nur einer Kraft erzielt werden kann, so ist es eine 
wichtige Aufgabe der Mechanik, diese letztere zu ermitteln. 

Die einzelnen Kräfte heissen auch die Seitenkräfte oder 
Komponenten, die einzige Kraft, welche in gleicher Zeit das- 
selbe bewirkt, wie jene zusammengenommen, die Mittelkraft 
oder Resultante oder resultierende Kraft und die Aufgabe, 
die letztere aus den ersteren zu bestimmen, das Zusammen- 
setzen der Kräfte. 

§ 28. 
Das Parallelogramm der Kräfte. 

Die Resultante R von zwei Kräften P^ und Po, welche 
einen Körper im Punkte A angreifen und durch die Strecken A B, 
AC geometrisch dargestellt sind, wird ihrer Richtung und 
Grösse nach ausgedrückt durch die Diagonale AD des- 
jenigen Parallelogramms ABDC (Fig. 17), welches die 
beiden Linien AB = P^ und AC = Po zu Seiten hat. 

Die Richtigkeit dieses Ge- 
setzes, welches gewöhnlich der 
Satz vom Parallelogramm 
der Kräfte genannt wird, kann 
durch folgende Betrachtungen dar- 
gethan werden: die Kraft P^ für 
sich würde dem Körper eine ge- 
radlinige und gleichförmig beschleunigte Bewegung erteilen un'd 
ihn in irgend einer bestimmten Zeit t von A nach B treiben. 
Denkt man sich jetzt P^ weg und dafür die andere Kraft P2 
wirkend, so wird abermals eine gleichmässig beschleunigte, gerad- 
linige Bewegung hervorgerufen und auf Grund des vorigen Para- 
graphen der Körper während des gleichen Zeitraums t von B nach 
D geführt. Eine in umgekehrter Reihe hintereinander folgende 
Wirkung beider Kräfte würde bezüglich der Ortsveränderung 
zwar dasselbe Endresultat ergeben, nur würde der Körper einen 
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»zieren Weg einschlagen, nämlich durch Pg zunächst von A 
^ch C und dann durch P^ von C nach D gelangen. 

Wenn aber nun schliesslich beide Kräfte zugleich dieselbe 
Zeit t hindurch wirksam sind, so muss nach § 26 der Punkt A 
die Diagonale A D des Parallelogramms A B D C durchlaufen, eine 
Bewegung, welche der Punkt auch dann genau ausführen würde, 
wenn nur eine, durch die Strecke AD graphisch dargestellte 
Kraft t Sekunden lang wirken würde. Mithin drückt die Diago- 
nale jedes Parallelogramms ABDC die Resultierende R zweier 
Komponenten P^ und P2 aus, welche letztere durch die beiden 
im Anfangspunkte A der Diagonale zusammenstossenden Seiten 
AB und AC geometrisch dargestellt sind. 

Hiemach kann man mit Leichtigkeit zwei auf einen Punkt A 
wirkende Seitenkräfte Pi und P2 mit Hilfe von Lineal und 
Zirkel zusammensetzen, indem man sie nach Richtung und Grösse 
als zwei in einem Punkte A zusammentreffender Strecken dar- 
stellt, letztere zu einem Parallelogramm ergänzt und durch A 
die Diagonale zieht, welche dann die gesuchte Mittelkraft von 
Pj und P2 repräsentiert. 

Was die Ermittelung der Resultante R durch Rechnung 
anlangt, so kann dieselbe auf trigonometrischem Wege allgemein 
und ohne alle Schwierigkeiten erfolgen; hier wollen wir uns 
aber auf die Erledigung nur dreier, aber besonders wichtiger 
Spezialfälle beschränken : 

1. Sind die beiden Komponenten lotrecht zu einander, so ist 
das Kräfteparallelogramm ein Rechteck und folglich die Resultante 
als Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten 
Pi und P2 nach dem Pythagoräischen Lehrsatz: 

It^Vl'^^PJ' (28) 

2. Lässt man den Winkel C A B = a zwischen den beiden 
Komponenten (Fig. 18) kleiner werden bis zur Null, so läuft der 
Endpunkt D der Diagonale nach rechts auf einem Kreise mit 
dem Centrum B und dem Radius B D = B D' = A C = P2, die 
Resultante A D = R wird hierdurch immer grösser und erhält für 
a = den Wert AD' = AB + BD' = P^ + P2 und mithin ist 

R = r,+ j>2 
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oder in Worten: Wirken zwei Kräfte auf einen Punkt in 
derselben Linie und nach derselben Seite, so ist die 
resultierende Kraft gleich der Summe der Komponenten. 
3. Wenn man dagegen den Winkel C A B = a wachsen lässt 
bis zu zwei Rechten, so bewegt sich der Punkt D auf demselben 
Kreise wie vorhin, aber nach links, die Diagonale DA nimmt 
infolgedessen fortwährend ab und erhält bei cc= 180® den Wert 

AD'' = AB — BD" = Pi — P^. 
Demnach hat man 

jB = JPl — 1>2 

oder in Form eines Lehrsatzes : Die Eesultante zweier Kompo- 
nenten, welche in einer Geraden auf einen Punkt nach 
entgegengesetzten Seiten wirken, ist gleich der Differenz 
beider und geht nach der Seite der grösseren Kraft. 
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Sind im letzten Falle die beiden Komponenten Pj und P^ 

einander gleich, so ergiebt sich aus der letzten Gleichung die 

Resultierende 

12 = 0, 

mithin erfolgt gar keine Bewegung und es gilt der Satz: Zwei 

gleiche Kräfte, welche auf einen Punkt in derselben 

Geraden nach verschiedenen Seiten wirken, halten sich 

das Gleichgewicht oder heben einander auf. 

Übungsbeispiele. 

142. Man berechne die Mittelkraft zweier zu einander lotrechter Kräfte 
von 3 kg und 4 kg. 

Lösung: R = 5 kg. 

143. Desgleichen, wenn die beiden Kräfte 39 und 52 kg betragen. 
Lösung: R = 65 kg. 

144. Auf den Scheitel eines rechten Winkels wirken in dem einen 
Schenkel zwei Kräfte von 21 und 18, im anderen zwei Kräfte von 27 und 
53 kg, jedes Paar nach derselben Seite hin; es soll die Gesamtresultante 
durch Rechnung gefunden werden. 

Lösung: R = 89 kg. 
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145. In zwei sich senkrecht schneidenden Geraden wirken auf den 
Durchsebnittspunkt A vier Kräfte von 48, 110, 12 und 33 kg, die erste 
nach rechts, die zweite nach oben, die dritte nach links und die letzte nach 
unten; wie gross berechnet sich hieraus die resultierende Kraft? 

Antwort: E = 85 kg. 

146. Wenn ein Körper von 159 kg Gewicht durch zwei, einen rechten 
Winkel einschliessende Kraft» von 28 und 45 kg fortbewegt wird, wie gross 
ist dann die Eesultante P, sowie die durch letztere bewirkte Beschleunigung p ? 

Antwort: P = 53 kg und p = 3,27 m. 

147. Zwei gleiche Kraft« P bUden nacheinander die Winkel o, 60 % 90 % 
120 und 180°; man soll für jeden einzelnen Fall die Mittelkraft berechnen. 

Resultate: 2 P, P ys~ P ]/^2, P und 0. 

148. Zwei Kräfte P, = 72 kg und Pa = 96 kg wii-ken unter einem 
Winkel a = 72°; man bestimme durch Zeichnung die Resultierende R, sowie 
die Winkel «i imd «2» welche R mit Pi und Pa einschliesst. 

Resultate: R = 136 kg, «1 = 42«, «2 = 300. 

149. Ebenso, wenn Pi = 111 kg, P2 = 244 kg und a = 190 gegeben sind. 
Resultate: R = 233 kg, «^ = 82 0. 

150. Der Winkel, welchen die beiden Kräfte von 5 und 6 kg mit einander 
einschliessen, spiingt von 0« auf 30 0, 60 0, 90«, 120», 150« und 180 o; man 
ermittele diejenigen sieben Werte, welche dadurch die Resultante hinter- 
einander annimmt. 

Ergebnisse: 11 kg, 10,6 kg, 9,5 kg, 7,8 kg, 5,6 kg, 3 kg und 1 kg. 

§ 29. 

Das Polygon der Kräfte. 

Um mehr als zwei, z. B. die vier Kräfte AB = Pj (Fig. 19), 
A C = P2, A D = Pg und A E = P4, welche sämtlich in A an- 
greifen, zusammenzusetzen, braucht man nur ^ f 
den Satz vom Parallelogramm der Kräfte \ /\\ 
wiederholt anzuwenden. Ergänzt man nämlich A / \ \ 
AB und AC zum Parallelogramm AB FC, w ^V"/ 
so ist AF die Mittelkraft von P^ und P2; ^ k^n i // 
konstruiert man sodann aus AF und AD ein / Wj / 
Parallelogramm AFGD, so drückt dessen nJ i/^j, 
Diagonale A G die Wirkung von A F und Ps, / „..\ 
folglich auch von P^, P2 und P3 aus, und l*"-""" 
vereinigt man endlich mit Hilfe des Parallele- ^^» ^^• 
gramms A G H E die beiden Kräfte A G und A E zur Resultante 
A H = R, so stellt letztere die Mittelkraft von allen vier Kompo- 
nenten Pi, P2, P3 und P4 dar. 
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Lässt man aber die zui' Bestimmung von R unnötigen Linien 
fort und verallgemeinert das vorstehende Verfahren auf beliebig 
viele in einem Punkte A angreifende Seitenkräfte, so ergiebt sich 
die Regel: Soll ein System von beliebig vielen (etwa n) 
auf einen Punkt A (Figuren 20 und 21) wirkenden und 
durch Strecken dargestellten Kräften P^, P2, Pg, • • • Pn 
zusammengesetzt werden, so ziehe man durch den End- 
punkt von Pi eine Linie, die parallel und gleich der 
zweiten Kraft P2, dann durch den eben erhaltenen Punkt 
eine Gerade, welche parallel und gleich der dritten 
Komponente Ps ist und fahre so fort, bis man eine Strecke 
verzeichnet hat, welche parallel und gleich ist der letzten 





Fig. 20. 

Seitenkraft P». Man erhält auf diese Weise eine ge- 
brochene Linie, deren n Teile parallel und gleich sind 
denjenigen Strecken, welche die Kräfte Pj, Po, Ps, • • -jPn 
darstellen, und die Verbindungsgerade der Endpunkte 
dieser gebrochenen Linie drückt die Resultante aller 
n Einzelkräfte aus. 

Wenn sich die gebrochene Linie spezieller Weise in A schliesst, 
so ist offenbar die Gesamtresultante gleich Null, die n Kräfte 
haben also in diesem Falle keine (sichtbare) Wirkung, oder, wie 
der hierfür gebräuchliche Ausdruck lautet: „sie halten sich das 
Gleichgewicht". 

Die erste Kraft, ferner die Strecken, von welchen jede einer 
der gegebenen Komponenten parallel und gleich ist, sowie die 
resultierende Kraft bilden zusammen ein Vieleck ABFGH, 
welches das Polygon der Kräfte genannt wird, und man kann 
daher auch sagen : Ein System von beliebig vielen in einer Ebene 



auf den Punkt A wirkenden Kräfte rnft keine Bewegung hervor ' 
oder ist im Gieichgewiehte, wenn das Kräftepolygon dieselbe Anzahl ' 
von Seiten besitzt, als Komponenten vorhanden sind, 
Übangsbeisplple. 

151. Drei Kräfte von 9 kg, 21 k^ unii 15 kg, von welchen die beiden 
ersten eineD Winkel von 56" und die beiden letzten einen solchen von 104° 
mit einander bilden, wirken auf einen Punkt Ä in einer Ebene. Man eoU 
{durch KoQBtmktion) GrÖBse iinrt Eiehtnng der Mittelkraft bestimmen. 

LQaung: Letztere ist 23,5 kg und echliesst mit der ersten Komponente 
einen Winkel von 73»30' ein. 

15S. Welches ist die Grösse und Richtung der Resultante aus den 
in einer Ebene auf den Punkt A wirkenden Kräfte P, = 9,6, P, = 8, Pj = 
und Pi = 10 kg, wenn iiufeinander folgend je zwei benachbarte Seitenkräftc J 
die Winkel 75", 30» und 90" bilden? 

Antwort; ICa ist die Resultante R =" 12,1 kg nnd bildet mit P, einen , 
Winkel von 89" 16 

153. Auf emen P nkt wirken d e fünf K afte n 9 in 12, 5 und 4 kg, 
die vier letzteren b Ideu der Re henf Ige nael m t der e s en die Winke! 70° 
120«, 200" und 240 Man soll dach Ze chnung de Fes liierende R und 
ihren Winkel a mit der ersten Kraft erm tteln 

Resnltflte: R = 146kg und a = 91 

154. Deagleichen für die Komponenten von 4, 8, 12 und 16 kg mit den 
Winkehi von 45", 90" und 135". 

Kesuitate: R = 29 kg und « = 93" 15'. 

155. Ebenso für die Seitenkräfte von 10, 8, 6 und 2 kg und die Winkel 
90», 165" und 240". 

Resultate: R = 8,5 kg und a = 68". 

156. Von sechs Kräften, welche in einer Ebene den Punkt A angreifen 
und der Reihe nach 8, 15, 22, 29, 36 nnd 43 kg betrugen, schliessen immer 
je zwei benachbarte einen Winkel von 60" ein, man berechne prüsse und 
Richtung der Mittelkraft. 

Lösung: Dieselbe ist 42 kg und fällt in die Wirkungslinie der 
ffinften Kraft. 

§ 30. 

Bedingung des Oleicligewichts für Kräfte, welche anf einen 

Pnokt nnd in derselben Ebene wirken. 

Der am Schlüsse des vorigen Paragraphen erwähnte Gleich- 
gewichtszustand ist so wichtig, dass er nochmals besonders her- 
voi^ehoben und in seinen einzelnen Fällen besprochen zu werden 
verdient. 

Zunächst halten sich nach dem letzten Satze des § 28 zwei 
Kräfte das Gleichgewicht, wenn sie einander gleich sind 
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und in derselben Geraden nach entgegengesetzten Seiten 
wirken (Fig. 22). 

Sodann befinden sich drei Kräfte AB == P^ (Fig. 23), 
A C = Pa und A E = Ps im Gleichgewichtszustande, wenn sie 

fl. A c die Seiten eines Dreiecks ABD bilden, 

% oder auch, wenn sie sich wie die 
^8'^'^' Seiten eines Dreiecks verhalten, 

weil ja die Krafteinheit durch jede beliebige Strecke ausge- 
drückt werden darf. 

Allgemein heben beliebig viele auf einen Punkt und in 
derselben Ebene wirkende Kräfte, z. B. AB = Pi (Fig. 24), 
AC = Pa, AD = Ps, AE = P4, AF = P5 einander auf, sobald 
sie proportional und parallel sind den Seiten eines Vielecks 
A B G H I, wobei aber noch zu beachten ist, dass, wenn man von 




Fig. 23. 



Fig. 24. 



A aus den Umfang des Polygons durchläuft, alle Kräfte in dem- 
selben Bewegungssinne wirksam sein müssen. Letzteres ist in 
der Figur noch besonders durch Pfeile angedeutet. 

Es mögen beispielsweise die fünf Kräfte Pi = 3 kg, Pa = 2 kg, P3 = 3 kg, 
P4 = 1 kg und P5 = 4 kg in denjenigen Eichtungen auf den Punkt A wirken, 
wie sie Figur 25 zeigt, und man soll nun entscheiden, ob diese Kräfte sich 
das Gleichgewicht halten, bezw., falls die Antwort verneinend ausfallen 
sollte, diejenige Kraft Pe angeben, welche das Gleichgewicht herstellen würde. 

Zu diesem Behufe wählen wir nach Gutdünken einen Punkt A' und 
konstruieren unter Annahme einer passenden Längeneinheit (A' B) zunächst 
A'C, =3 parallel P,, dann C, Ca = 2 paraUel Pa, C2C3 = 3 paraUel P3, 
Ca C4 = 1 paraUel P4 und C4 C5 = 4 parallel P5. 
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Wir aehen, daas der letzte Paukt 0:^ nicht mit A' ziiB^mmenfallt i 
flcbliessea daraus, das» unsere fünf Kräfte sich nicht im Gleichgewichte 
befinden. 

Verbinden wir aber jetzt Cj mit A', so stellt die erhaltene Sti'ecke Cj A', 
welche 2,2 Einheiten miaBt und mit C^ C^ einen Winkel von 90° einachliesat, 
nach Oiöaae und Richtung diejenige Kraft Pg dar, welche die obigen fünf 




Kräfte ins Gleichgewicht setit. Wenn wir also in A eine Kraft von ä.ä kg 
rechtwinklig zu P^ nach oben wii'ken laasen, ao haben wir ein Siatem von 
sechs Kräften, welche sich gegenseitig aufheben. 

Zerlegung der Kräfte. 
In deß vorstellenden Paragraphen liaben wir gesehen, wie 
man zwei — oder auch mehrere — Kräfte zu einer einzigen 
Kraft vereinigen und sich hierdurch Aufschluss über das Gesamt- 
ergebnis der ersteren verschaffen kann. 

Nicht selten jedoch macht es sich zur Beurteilung der Wirkung 
einer einzigen Kiaft P auch nmgekehvt nötig, zwei Kräfte P, 
und Pa ausfindig zu machen, welche beide 
zusammen genau dasselbe bewirken, wie 
jene Kraft P für sicli allein. Behufs Lösung 
dieser letzteren Aufgabe, welche das Zer- 
legen einer Kraft genannt wird, braucht 
man aber offenbar nur ein Parallelogramm 
Flg. äe. A B C D (Fig. 26} zu konstruieren, welches 

die als Strecke AC gezeichnete Kraft P zur Diagonale hat; denn 
es stellen dann A B und A D zwei Kräfte P, und Pj dar, welche 
nach § 28 dieselbe Wirkung haben, als A C = P für sich allein. 
Weil über einer Strecke AC als Diagonale unendlich viele ParallelO' 
gramme (wie z. B. AB' CD', AB" CD" etc.) möglich sind, so bleibt 
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die vorliegende Anf^be so lange nnbestimmt, als nicht &ber Blchtimg 
und Grösse der Komponenten P, und P, zwei Bedingongen gegeboi 
sind, resp. zwei Bestiiqmimgeii getroffen werden. Bekanntlich wird 
non jedes Paralleiogranun durch eine Diagonale in zwei kongrnente 
Dreiecke geteilt und mithin reduziert sich die Zerlegung einer 
Kraft in zwei Komponenten konstruktiv auf die Verzeichnnng eines 
Dreiecks, von welchem entweder zwei Winkel und eine Seite, oder 
ein Winkel und zwei Seiten, oder alle drei Seiten g^^ben sind. 

Wenn X. B. in der Längsrichtimg einea Dacbap&rreiu A E (Fig. 37), 
deBBCD naterea Ende in einen horizontalen Balken AF befestigt ist ond 
welcher mit letzterem einen Winkel a — 25° einBchliesst, ein Drack von 
800 kg existiert, so ttbt letzterer eine 
doppelte Wirkung ans; nämlich erstens 
dnen gewissen Vertikaldmck Y, mit 
welchem dann das den Balken A F 
tragende Hanerwerk belastet wird, ond 





Flg. 27 

zweitens eben Horizontalscbub H,we!cber 
in A F eine bestimmte Spannung erzeugt 
Um die GrOBeeu dieser beiden TV irkungen 
zn erhalten, konstruieren wir den ge- 
gebenen Druck von 800 kg als Strecke 
A C, welche wir etwa 8 cm lang machen "* ™ 

BodasB jedes Centimeter 100 kg ausdrückt, und verzeichnen nun Ql>er AC 
als Diagonale ein Rechteck AB CD, dessen beiden Seiten AB nod AD in 
horizontaler, bezw. vertikaler Richtung verlaufen und demgemSss auch die 
gesachtca Komponenten darstellen. Weil die Abmessungen von A B und A D 
7,25 und 3,38 Centimeter ergeben, so ist der Horizontalschub B^ 7S/S hg 
und der Vertikaldmck V= 338 kg. 

Als zweites Beispiel wählen wir den in Figur 2S zur AnBchaunng ge- 
brachten, freistehenden Uferkrahn , welcher im Punkte C mit Q =« 1000 kg 
belastetlst Es fragt sich nun, welcher Drack D in der Strebe AC = 3300 mm 
und welcher Zug Z in der 2600 mm langen Stange BC unter der Vorans- 
setzung herrscht, dass die Krahnsäule A B eine Hi}he von 1150 mm besitet 

Um dies zn erfahren, zeichnen wir das Dreieck ABC in grÜBBerem 
Uassstabe mäglichst genau heraus, ziehen dann durch C parallel BA die 



strecke CE = 1000 raid durch E zwei Parallele zu CA imdBC. Die zuletrt j 
konatnierten Linien bilden mit CA und der VerlängernnK von BC efai J 
ParaUplogramni, dessen beiden in C zueammenetoEaenden Seiten die geeuchten ' 
Eeaktionen D nnd Z daratellen. 

In diesem Falle können wir aber nnch leicht durch ReehnuDg 
Ziele kommen: denn das Kräfteparallelogramm wird durch die Last CE^Q 
in zivei kongruente Dreiecke zerlegt, welche wegen Gleichheit der Winkel 
iieide dem Dreieck ABC ähnlich sind. Eh gelten daher die Proportioni 

D : 1000 = 3300 : 1150, Z ; 1000 = 2500 : 1150 
wn«! man erhält 

„ 330000 „□^„la, „„^„ , 

n= -^^2m-i-kg ^ 2870 kff, 

dön Druck in der Strebe AC, sowie 

,_ 250000 _„.,, 21 j^^^^^^^^.^_ 



"ää"' 



r Stai 



1 BC. 



Setzen wir allgei 
beiden Formeln 



j geben die 



^QfachluM über die Krafteverteilimg eines jeden derartigen Krahnea, bd 

'elohem die Endpunkte A nnd B von Strebe und Zngstanga aaf einw 
Veitikalen liegen. 

Wenn dagegen, wie bei dem in Figur 39 
skizzierten Magazinkrahn, die eben ge- 
nannte Bedingung nicht ei-fUUt ist, so sind 
wir entweder lediglich auf den konstruktiven 
Weg angewiesen, oder wir mÜBsen diesen 
auf jenen Fall zurllckf Uhren, indem wir 
z B durch C eine Parallele zur Lastrichtung 
legen Hierdurch wird, wie man durch 
Messen oder Abschätzen feststellen kann, 
die Zugstange um circa 365 mm verkürzt, 
dagegeuABum etwa 100 mm verlängert, 
und es eigeben sich mitbin die gewünschten 

Reaktioneii D und Z für diesen Erahn, indem wir 

I _ 3600 - 365 = 3235, h = 3300 + 100 = 3400, L = 5200 und Q = 4000 

in die obigen beiden Formeln einführen, nämlich 




Der Leser möge vorstehende Aufgabe rein graphisch behandeln nnd 
seine Besnltat« mit den hier gefundenen Zahlen vergleichen! 
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Wir sehes also, dass die Zerlegung einer Kraft aof kon- 
struktivem Wege immer möglich ist. Man erhält dabei die 
gesnchten Komponenten bei gleicher Sorgfalt nm so genauer, 
je grösser der Massstab für die Zeichnung gewählt wird. 

Dagegen können wir ohne Kenntnis der Trigonometrie auf 
dem Wege der Rechnung lediglich in zwei Fällen an das Ziel 
gelangen: wenn nämlich die beiden Dreiecke, in welche das Kräfte- 
parallelogramm durch die Diagonale zerfällt, entweder erstens 
einem Dreiecke mit bekannten Seiten ähnlich oder aber zweitens 
rechtwinklig sind nnd ausserdem noch die spitzen Winkel von 
30 nnd 00", bezw. 45" enthalten. 

Nur dann haben wir zur Zeit genügende Beziehungen, um 
die drei Seiten durch einander ausdrücken zu können; denn be- 
zeichnen a, b die Katheten, welche den Winkeln a, ß gegenüber 
liegen, nnd r die Hypotenuse, so ist bei « =^ -iO ", ß =^ GO " 

e-ila. 
hingegen bei a = ß ^ 45 " ^M 

und ausserdem gilt beidemale der Pythagoräische Lehrsatz ■^^ 
e^ = a^ + &**. 
Unter diesen besonderen Umständen ist aber auch die Rech- 
nung der Konstruktion unbedingt vorzuziehen, weil erstere die 
Komponenten ebenso schnell als bequem und noch dazu mit jeder 
gewünschten Genauigkeit liefert. 

Übnng8beLs|»ielo. 

157. Eine Kruft T = 100 kg soll in zwei Seitenkräfte Pi und P, zerlegrt 
werden, welche mit der Richtung von P bezüglich die Winkel «i = 71 » und 
a, ^SO^SO' bilden; man ermittele durch Konstruktion die SeitenkrSfte. 

EeBultate: P, = 51 kg, P^ = 96 kg. 

15». Eine Kraft P = 233 kg in Kwei Komponenten au zerlegen, von 
welchen die eine 111 kg beträgt und mit P einen Winkel von SS" einachliesst; 
man besttinnio Gröase und Richtimg der ajideren. 

Resultate: 244 kg und 26" 30'. 

159. Desgleichen P = 233 kg, wenn P, = 296 kg und cj = 103" ge- 
geben sind; gesucht Pj und a,. 

Reaultater P, = 138kg, a, = 27o. 

160. Man soll eine Kraft von 91 kg in awei Komponente von 84 und 
SS kg zerlegen, welche Winkel bilden die letzteren mit der erateren? 

Antwort: Winkel von Öfif und 57n30'. 
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161. Welchen Normaldruck N erleidet eine wagerechte Ebene durch 
einen 130 kg schweren Körper, wenn an letzterem eine Kraft von 110 kg 
unter einem Winkel von 65° 20' gegen den Horizont aufwärts wirkt, und 
mit welcher Kraft P wird dieser Körper in horizontaler Richtung fortgezogen? 

Resultate: N = 30 kg und P = 46 kg. 

162. Mit welcher Beschleunigung würde sich der in voriger Aufgabe 
genannte Körper unter der Annahme bewegen, dass der Reibungswiderstand 
den sechsten Teil des Normaldruckes beträgt? 

Antwort: Mit der Beschleunigung p = 3,1 Meter. 

163. Die Hängesäule A B eines einfachen Hängewerkes (Fig. 30) ist auf 
10000 kg Zug beansprucht. Man bestimme durch Rechnung deujenigen Druck D, 
welchen jede der beiden unter 45 <> gegen den Horizont geneigten Streben A C 
und AE auszuhalten hat 

Resultat: D = 7071 kg. 

164. Die beiden gleich langen Streben AC und BE eines doppelten 
Hängewerkes (Fig. 31) sind unter « = 45 ^ gegen den Horizont geneigt und 
durch einen wag^rechten Spannriegel AB verbunden. Man berechne die 
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Fig. 31. 



Drücke D in den Streben und den Druck P im Spannriegel, wenn an jeder 
der beiden vertikalen Hängestangen eine Last Q «= 6000 kg wirkt. 

Lösungen: D = Q ]/'2 = 8485 kg und P = Q = 6000 kg. 

165. Wie gestalten sich aber die Resultate der vorigen Aufgabe, wenn 
a = 60Mst? 

Antwort: D = |- Q ]/'3 = 6928 kg, P = y Q ]/'3 = 3464 kg. 

166. Femer, wenn a = 30« ist? 

Antwort: D = 2 Q = 12000 kg, P = Q ]/'3"= 10392 kg. 

§ 32. 

Weitere Aufgaben über die Zerlegung Ton Kräften. 

167. In Figur 32 erblicken wir einen einfach armierten 
Balken. Der Mittelpunkt A des letzteren ist durch einen Bock 
AB gestützt, welcher durch zwei schmiedeeiserne Stangen BD 
und C D gehalten wird. Ist nun allgemein A D = h und A B 
= AC = a, so erzeugt eine in A vertikal abwärts wirkende 
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Last Q in den Zugstangen B D und C D zwei g 
welche berechnet werden sollen. 

Resultat: Si = -^ ■ Ka-^li^ 

168. Ebenso ermittele man die Spannungen in den drei Zug- 
stangen des in Figur 33 dargestellten zweifach armierten 
Trägers, wenn wieder A, D, = Ao D^ ^ h, A, B = Aa C ^ a 
gegeben und die beiden Mittelstützen durch Qi ^ Qa = Q be- 
lastet sind. 



Eesaltate: H, — H, = y Q und S, 



+ li". 
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169. Die Neigung einer schiefen Ebene AB (Fig. 34) 
gegen den Horizont A C kann durch zwei der Seiten A G = b, 
C B = h und C A = 1 eines rechtwinkligen Dreiecks ABC ge- 
raessen werden. Das Gewicht Gf eines darauf befindliehen Körpers, 
welches durch die Strecke M E dargestellt sein möge, äussert dann 
eine doppelte Wirkung, indem ein Druck N normal und eine Zug- 
kraft P parallel AC entsteht. Es sollen diese beiden Kompo- 
nenten berechnet werden. 

Resultate: N = -p G und P = -p G, worin b- -|- h'^ = P. 

170- Beide Reaktionen für den besonderen Fall b : h = 4 : 3 

anzugeben. 

Resultate: N = A (j und p = -|_ g. 

5 5 

171. Mit welcher Beschleunigung bewegt sich der Körper 
abwärts ohne Rücksicht auf Reibung und Luftwiderstand? 

Antwort: Mit der Beschleunigung p = -j-g = — g=5,886nL 




172. Wie gross stellt sich aber die Beschleunigung mit 

Berücksichtigung der Reibung heraus, wenn letztere den zehnten 

Teil des Normaldruckes beträgt? 

, ^ ^ 10h — b 13 ,,^,,^ ., 

Antwort: p = - —,jr, — ? = ^ g = 5,1012 m = '—5,1 m. 

173. Auf den nach Figur 35 eingeklemmten cylindrischen 
Körper wirkt eine Kraft P = 200 kg, welche in der Achse an- 
greift und mit dieser einen Winkel i; = 25 " eiuschliesst. Man 
bestimme (durch Konstruktion) diejenigen beiden Kräfte Pi und P^, 
welche den Körper auf Zug, bezw. Biegung beanspruchen. 

. Eesultate: P, = 181 kg, Pj = 85 kg. Probe? 

r welche teils vom horizontalen Balken A C, teils von der schmiede- 
I eisernen Zugstange AB aufgenommen wii'd. Man berechne den 
' Druck D im Balken und den Zug Z iu der Stange, wenn die 

beiden letzteren den Winkel « = 30 " einschliessen. 
l Eesultate: D = Q /3 = 866 kg und Z = 2 Q = 1000 kg. 

175. Die Kräfteverteilung für « = 45" und für a = 60" 
zu berechnen. 

Eesultate: Man findet D = Q = 500 kg und Z = Q/2=707kg, 

bezw. D = ^V3= 295,335 feg und Z = |^ Q Vs = 590,67 kg. 

176. Es sollen femer die durch Q hervorgerufenen Spannungen 
durch Konstruktion ermittelt werden, wenn « =; 22" ist 

Eesultate: D = 1240 kg und Z :^ 1330 kg. 

177. Eine Dampfmaschine (Fig. 37) hat den Cylinderdurch- 
raesser D = 180 mm und arbeitet mit einem grossten Dampf- 
überdruck von 5,6 Atmosphären. Der Kolbendruck P zerlegt sich 
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am Kreuzkopfe in zwei Komponenten, wovon die eine, N, recht- 
winklig zur Kolbenstange und die andere, S, in der Längsachse 
der Schubstange ausgeübt wird. Beide Reaktionen werden am 
grössten, wenn die Schubstange mit der Kurbel einen rechten 
Winkel bildet, und sind für diesen Fall unter der Bedingung zu 
berechnen, dass die erstere fünf mal so lang als die letztere ist 
Resultate: Kolbendruck P= 1425kg, Normaldruck N= 285 kg, 
Druck in der Schubstange S = 1453 kg. 




Fig. 37. 

178. Man drücke N und S allgemein durch den Kolben- 
druck P, die Kurbellänge R und die Schubstangenlänge L aus. 

Resultate: N = ^ • P und S = P • ^^'.+ ^' . 

179. Endlich führe man in die letzten beiden Formeln den 

R 
echten Bruch -=r- =^ l, d. i. das Verhältnis zwischen Kurbel- und 

Li 

Schubstangenlänge, ein. 

Resultate: Man erhält N = AP und S = P /l + X\ 



Fünftes Kapitel. 

Kräfte in der Ebene mit verschiedenen Angriffs- 
punkten. 
Statisches Moment in Bezug auf einen Funkt. 

§ 33. 
Terlegung des Angriffspunktes. Gleichgewicht zweier Kräfte. 

Nunmehr wenden wir uns zur Zusammensetzung solcher Kräfte, 
welche einen festen Körper in verschiedenen Punkten angreifen, 
und beginnen mit dem einfachsten Fall, wo zwei gleiche Kräfte 
AC = BD = P (Fig. 38) in derselben Linie, aber nach 
entgegengesetzten Seiten wirken. Die unmittelbare Folge 



dieser beiden Kräfte wird allerdings eine Ven'ückung der einzelnai'l 
Körperteilcben seiu; denn letztere werden sich nähern oder von 
einander entfernen, jenachdem die Kräfte den Köi-per auf Druck 
oder Zug beanspruchen, und der ganze Körper wird daher im 
ersten Falle zusammeugepresst, im andern ausgedehnt werden. 
Allein die Formänderung, welche der Körper hierdurch erleidet, 
ist in den von uns zu betrachtenden Fällen so gering und erfolgt 
überdies in so kurzer Zeit, dass wir die Körper als vollkommen 
starr und demnacli die gegenseitige Lage der Angriffspunkte als 
anveränderlich ansehen dürfen. 



Nun ist weiter klar, dass sich die Wirknng einer Kraft 
A C ^ P in ihrer Kichtungslinie fortpflanzt und daher die näm- 
liche sein muss, ob nun P in A oder A, oder A^ oder in B 
angreift, wie z. B. ein Pferd auf einen "Wagen dieselbe Wirkung 
ausübt, ob nun der Haken des Ortscheites direkt am Wagen be- 
festigt oder ob er durch ein Seil mit letzterem verbunden ist; es 
gilt mithin der Satz: Die Wirkung einer Kraft bleibt die- 
selbe, wenn ihr Angriffspunkt in ihrer Eichtungslinie 
beliebig verlegt wird und die Voraussetzung erfüllt ist, dass 
der neue mit dem alten Angriffspunkt in fester Verbindung steht. 
Versehieben wir aber entweder A (J nach B oder auch B D 
nach A, so tritt der am Schlüsse des § 28 erwähnte Fall ein, 
und es besteht folglich der weitere Satz: Zwei gleiche Kräfte, 
welche in derselben Geraden auf zwei fest verbundene 
Punkte nach entgegengesetzten Seiten wirken, heben 
einander auf. 

§ 34. 

Zu einander geneigte Kräfte. 

Mit Zuhilfenahme der beiden Sätze im vorigen Paragraphen 

sind wir jetzt auch imstande, zwei Kräfte AD = P (Fig. 39) 

und BE = Q, welche in derselben Ebene liegen und auf zwei 

1 beliebige Punkte A, B eines festen Körpers wirken, zusammen- 

1 zusetzen : wir verlegen dieselben einfach in ihren Wirkungslinieii 
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bis an den Sclinittpnnkt G der letzteren, machen also CF ^ AD 
= P, C G = B E = Q nnd ergänzen F C G zu einem Parallelo- 
granira F C G L, dessen Diagonale C L nach Grösse und Riclitiujg 
die Resultierende der beiden Komponenten P und Q darstellt. 
Weil übrigens der Aiigritfepunkt der Resultante jeder andere 
Punkt in ihrer Riclitungslinie sein kann, so verlegen wir ersteren 
nach M, sodass MN = GL = E die Mittelkraft AD = P und 
B E = Q repräsentiert. 

Es ist schliesslich leicht einzusehen, wie man mit Hilfe des 
vorstehenden Verfahrens beliebig viele Kräfte, welche in einer 
Ebene liegen und einen festen Körper in irgend welchen Punkten 

A 




angieifen, zusammensetzen kann; man braucht nur die Resultante 
der beiden ersten Kräfte mit der dritten Kraft zu vereinigen, 
dann die hierdurch erzielte Resultierende der drei ersten Kräfte 
mit der vierten Komponente zu verbinden und so fortzufahren, 
bis man auch die letzte Seitenkraft berücksichtigt hat. ^h 



§ B5. ^ 

Statisches Homent einer Kraft in Bezog auf einen Punkt. 

Wenn der Angriffspunkt M der Resultante R unterstützt ist, 
so kann letztere keine Bewegung des Körpers hervorrufen, sie 
äussert sich dann lediglich als Druck auf die Unterlage, in welcher 
sie einen gleich grossen Gegendruck hervorruft und man sagt: 
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Die am Körper wirkeuden Kräfte halten einander dai 
Sleichgewiciit. 

Beschränken wir uns vorerst auf die beiden Kräfte AD = C 
= PnndBD = CG = Q (Fig. 39), so kann diese Gleichgewichts-'" 
bedingung in für die Anwendung bequemerer Form dargestellt 
werden, wenn wir M mit F und G verbinden, sowie von F und G- 
Lote auf CL, und von M die Perpendikel 
M H = p, M G = (] 
auf die Wirkungslinien von P und Q fällen. 

Es haben nämlich dann die beiden Dreiecke OFM und C G 
dieselbe Grundlinie C M und gleiche Höhen (F f := G g), folglich.] 
auch gleiche Flächeninhalte und daraus folgt wieder 

CF-MH = CG-MI 
oder mit Rücksieht auf obige Beziehungen 

sodass also an dem um den Punkt M drehbaren Körper Gleich- 
gewicht herrscht, wenn die Produkte aus den Kräften in die 
senkrechten Abstände ihrer Wirkungslinien vom Drehpunkte über- 
einstimmen. 

Da nun das vom Drehpunkte M auf die Wirkungsiinie einer 
Kraft gefällte Lot der Hebelsarm und das Produkt aus beiden 
das statische Moment der betreffenden Kraft in Bezug auf den 
Punkt M genannt wird, so kann man auch sagen: Au einem 
am. M beweglichen Körper stehen zwei Kräfte im Gleich- 
gewicht, wenn sie den Körper in entgegengesetztem Sinne 
zu drehen suchen und ihre statischen Momente iu Bezug 
auf M einander gleich sind. 

Um in dieser Regel schliesslich auch die Angabe der Dreh- 
riehtung abzukiu-zen, drücken wir den Gegensatz zwischen den- 
beiden möglichen Fällen algebraisch durch den Gegensatz von 
plus und minus aus, indem wir z. B. festsetzen, dass jedes Moment, 
welches den Körper im Sinne des Uhrzeigers zu bewegen 
sucht, positiv gilt, dagegen die Momente der entgegengesetzt 
drehenden Kräfte negativ eingeführt werden. 

E^ würde demnach iu Figur 40 das statische Moment von P 
positiv {-\- P p). dagegen das Moment von Q negativ ( — Q q) zu 
nehmen sein; auch halle man vornherein fest, dass der Hebelsarm 
einer Kraft nicht die Entfernung des Angriffspunkte. 
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vom Drehpunkte 0, sondern unter allen Umständen das Lot ist, 
welches vom Drehpunkte auf die Wirkungslinie der Kraft 
gefällt werden kann; es ist also für P der Hebelsarm A = p 
und für Q ist der Arm B = q. 

Mit Rücksicht hierauf erhält die obige Regel die Form: 
Zwei Kräfte halten sich an einem Körper das 
Gleichgewicht f tvenn die algebraische Summe ihrer 
statischen Momente in Bezug auf den JDrehpunkt 
gleich Null, wenn also 

Qq — JPp = 
ist, eine Beziehung, welche mit No. 29 übereinstimmt. 

Die Einprägung der vorstehenden Regel hat um so mehr 
Wert, als sie gerade in dieser Fassung auch für beliebig viele 
und, wie wir nachher sehen werden, selbst für parallele Kräfte 
Giltigkeit besitzt. , 





Fig. 41. 

Erstes Beispiel. An dem in Figur 41 zur Anschauung 
gebrachten und um drehbaren Körper hängt in B eine Last Q, 
welche durch die im Punkte A angreifende Kraft P im Gleich- 
gewicht erhalten werden soll; die Hebelsarme von P und Q sind 
A = p und B = q. Man berechne P und den in herrschenden 
Druck R, erst allgemein und dann für die speziellen Zahlenwerte 
p = 400 mm, q = 750 mm und Q = 1000 kg. 

Auflösung: Hier ist die Gleichgewichtsbedingung 

Pp-Qq = 0, 
woraus folgt q^ 1000-400 1600 ^«ow,,^ 

Verlegen wir jetzt P und Q in ihren Eichtungslinien an den Schnitt- 
punkt C, so ergiebt sich nach Formel 28 die Resultierende 

JB = YjP^+ Q^'= y (^Y + (1000)2 = 1133 13 kg, 
und das ist der Druck auf den Dre^'^"*»^* 0. 
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Zweites Beispiel. Die vier Kräfte Pj = 9 kg, P2 = 5 kg, 
P3 = 13 kg und P4 = 10 kg wirken an den Armen von 3, 2, 5, 
sowie 4,5 dm und sollen durch eine Kraft x am Hebelsarm von 
1 m im Gleichgewicht gehalten werden (Fig. 42). Wie gross 
muss X sein und nach welcher Seite 
muss es wirken? 

Lösung: Aus der Momentengleichuug 

9.3 + 5.2 — 13. 5 + 10. 4,5 + X. 10 = 

ergiebt sich 

10 X = — 82 + 65 = — 17 
oder 

a? = — 1,7 kg, 

und wir erkennen daraus, dass die gesuchte 

Kraft 1,7 kg betragen und — wegen des negativen Vorzeichens — im 

enl^egengesetzten Sinne des Uhrzeigers wirken muss. 

Übnngsbeispiele. 

180. Zwei Kräfte P ^ 7 kg und Q = 10 kg ergreifen die Endpunkte 
einer festen, einen Meter langen Strecke AB und bilden mit den Ver- 
längerungen der letzteren Winkel von 67 und 48 0. Man bestimme auf 
konstruktivem Wege die Eesultante R, femer den Winkel a zwischen P und R, 
sowie endlich den Punkt C, in welchem R die Gerade AB schneidet 

Resultate: R = 14,4 kg, « = 39« und AC = 54 cm. 

181. Desgleichen, wenn die beiden Kräffce P = 8 kg, Q = 6 kg, die 
bezüglichen Winkel 30 und 60 0, sowie A B = 120 cm gegeben sind. 

Resultate: R = 10 kg, « = 37« und AC = 67,5 cm. 

182. Welcher Last Q kann in Figur 41 durch eine Kraft von 120 kg 
das Gleichgewicht gehalten werden, wenn p = 84 cm und q = 32 cm sind 
und wie gross ist der Druck R auf die Drehachse? 

Antwort: Q = 315 kg und R = 327,1 kg. 

183. In Figur 42 seien Pi = 30 kg, Pa = 17 kg, P3 = 123 kg und 
P4 = 20 kg ; man bestimme Grösse und Richtung von x für den Gleich- 
gewichtszustand. 

Resultat: x = 40,1 kg muss im Sinne des Uhrzeigers wirken. 

§ 36. 
Znsammensetzung zweier gleichgerichteter Parallelkräfte. 

Das in § 34 angegebene Verfahren, zwei Kräfte mit ver- 
schiedenen Angrilfspunkten konstruktiv zusammenzusetzen, versagt 
aber in dem Falle, wo beide Kräfte parallel sind, weil dann 
der Schnittpunkt der Wirkungslinien ins Unendliche fällt. 
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Um aber dennoch zum Ziele zu gelangen, benutzen wir 
zwei gleiche Hilfskräfte AD = S = A'D' = S' (Fig. 43), welche 
in der festen Verbindungsgeraden A A' der Angriffspunkte beider 
paralleler Komponenten 

AB = P und A'B' = P^ 
jedoch nach entgegengesetzten Seiten wirken; dieselben 
heben nach § 33 einander auf und ändern mithin an der Wirkung 
unseres Kraftsystems nicht das geringste, sodass die Resultante 
der vier Kräfte P, S, P' und S' zugleich die Resultante unserer 
beiden parallelen Kräfte ist. 

Nun stellen die Diagonalen AE und A'E' der Parallelo- 
gramme AB ED und A'B'E'D' die Resultierenden von P und S, 
resp. von P' und S' dar, folglich ist die gesuchte Mittelkraft von 

P und P' identisch mit der 
Mittelkraft AE und A'E', wir 
könnten daher die letztere 
nach § 34 erhalten als Dia- 
gonale eines Parallelogramms, 
welches aus den Seiten CF 
= AE und CF' = A'E' zu 
verzeichnen wäre; allein da 
uns für diesen wichtigen Fall 
eine rein konstruktive Lösung 
der Aufgabe aus später er- 
sichtlichen Gründen nicht ge- 
nügen kann, so schlagen wir 
von hier ab einen anderen 
Weg ein: wir setzen die 
beiden Kräfte CF und CF' 
nicht zusammen, sondern zer- 
legen jede in zwei Komponenten, wovon die eine parallel zu AA', 
die andere parallel zu AB = P, demnach auch parallel zu A'B'=P' 
läuft, nämlich CF mittels des Parallelogramms CHFG in die Seiten- 
kräfte CG und CH, sowie CF' durch das Parallelogramm CH'F'G' 
in die beiden Komponenten CG' und CH'. 

Jetzt ist einerseits wegen Kongruenz der Parallelogramme 
CHFG und ABED 

CG = AD = S, CH = AB = P 




¥ig. 43 
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und andererseits wegen Kongruenz der Parallelogramme C H' F' G' 
und A'B'E'D' 

CG' = A'D' = S', CH' = A'B' = P'. 

Weil aber nach Voraussetzung S = S', folglich auch CG = CG', 
so lieben die letzteren zwei Kräfte, die in einer Linie und nach 
entgegengesetzten Seiten auf den Punkt C wirken, einander auf; 
mithin verbleiben die bewegenden Kräfte CH = P und CH' = P', 
welche, als in derselben Geraden und in demselben Sinne wirkend, 
sich summieren, und wir haben als Gesamtresultante 

B = JP + JP\ 
Verlegen wir endlich den Angriffspunkt C von R nach M, so 
lässt sich letzterer Punkt folgendermassen bestimmen: Aus der 
AhnUchkeit der Dreiecke CMA und CHF, sowie CMA' und 
CH'F' folgen die Proportionen 

CM: CH = MA:HF und CM : CH' = M A' : H'F', 
und hieraus die Produktengleichungen 

CM.HF = CHMA und CM • H'F' = CH' • M A', 
oder, wenn man nach obigem HF = CG = S, H'F' = CG' = S', 
CH = P und CH' = P' substituiert: 

CM . S = P • M A und CM • S' = P' • M A'. 

Wegen S = S' ist aber auch C M • S == C M • S' und dem- 

gemäss 

P-MA = P'MA', 

oder in Form einer Proportion: 

Die Zusammenfassung vorstehender Resultate führt zu dem 
wichtigen Satze : Die Mittelkraft zweier paralleler Kompo- 
nenten, welche an den Endpunkten einer festen Strecke 
wirken, ist gleich der Summe der Komponenten, ausser- 
dem parallel zu letzteren, und ihr Angriffspunkt, auch 
Mittelpunkt der parallelen Kräfte genannt, teilt die 
feste Strecke dergestalt, dass sich die Abschnitte um- 
gekehrt verhalten wie die Kräfte, die an den Endpunkten 
wirken. 

Wenn wir uns demnach den Angriffspunkt zweier Parallel- 
kräfte A C = P und B D = Q (Fig. 44) wieder unterstützt denken, 
so herrscht Gleichgewicht, sobald sich 

P:Q = OB:OA 

Geigenmüller, Mechanik. () 
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verhält und der Dmck auf den Stützpunkt ist R = P + Q. Ziehen 
wir jetzt durch eine Senkrechte IH zu P und Q, so gilt wegea 
Ähnlichkeit der Dreiecke OBH und AI die Proportion 

OB:OA = OH:oi, 

oder, wenn man die Hebelsarme H und 1 von Q und P mit 

q und p bezeichnet, 

OB: OA = q:p 

und folglich auch mit Rücksicht auf die erste Proportion 

P : Q = q : P, 
das ist 

Pp = Qq oder Pp — Qq = 0; 

mithin sind auch zwei gleich gerichtete Parallelkräfte iiö 
Gleichgewicht unter der Bedingung, dass die algebraische Summ^ 





Fig. 44. Vig. 45. 

ihrer auf den Unterstützungspunkt bezogene Momente gleicb^ 
Null ist. 

Der Stützpunkt muss dabei notwendiger Weise zwischen 
den Angriffspunkten beider Kräfte liegen. 

Übungsbeispiele« 

184. Eine möglichst einfache Konstruktion für den Mittelpunkt (Flg. 44) 
zweier paralleler Kräfte A C = P und B D = Q anzugeben. 

Auflösung: Macht man A E = BD und verlängert BD um BF.«= AC, 
so schneidet die Verbindungsgerade EF die Strecke AB im gesuchten Punkte 0. 
Beweis ? 

185. Wenn in der vorigen Aufgabe allgemein A B = d gesetzt wird, 
wie gross berechnen sich die Abschnitte A = x und B = y ? 



Antwort: x = 



Qd 



und y =-- 



Pd 



P + Q ' P + Q 

186. Welche Resultate erhält man für die speziellen Zahlen P = 7 kg, 
Q = 15 kg und d = 44 cm? 

Antwort: x = 30 cm, y == 14 cm. 



187. Die Last Q = 96 kg in Figur 45 schliesst mit B = 40 cm einen 
Winkel von 45 « und die zu Q paraUele Kraft P mit A = 128 cm einen 
solchen von 30 ^ ein. Wie gross muss P zur Herstellung des Gleichgewichtes 
gewählt werden und welcher Druck R wird im Punkte ausgeübt? 

Antwort: P = 30 ^2 = 42,426 • -- 42,4 kg und R = 138,426 • • • 
-- 138,4 kg. 

188. Wie gestalten sich aber die Resultate, wenn P mit OA einen 
Winkel von 60» büdet? 

Antwort: P = 10 l/"6 = 24,494 - " ^ 24,5 kg und R = 120,494 • • • 
-^ 120,5 kg. 



Sechstes Kapitel. 

IDie parallelen Kräfte im Räume. Bestimmung 

von Auflagerdrücken. 

§ 37. 
Statisclies Moment einer Kraft in Bezug auf eine Ebene. 

Wir wenden uns nun zur Betrachtung solcher Kräfte, welche 

ioa Räume wirken und ein System fest verbundener Punkte, also 

z. B. beliebige Punkte eines starren Körpers angreifen. Denken 

wir uns jetzt in beliebiger Lage zum Körper eine Ebene, mit 

Welcher der Angriffspunkt jeder Kraft 

fest verbunden sei, so kommt es vor 

^Uem darauf an, sich die Wirkung einer 

solchen Kraft auf die Ebene zu vergegen- j 

Wältigen und womöglich ein genaues Mass / fe7 

für diese Wirkung ausfindig zu machen. / \.^ 

Eine Kraft AB = P (Fig. 46), 
deren Angriffspunkt A ausserhalb einer ^^ 
Ebene MN liegt und mit letzterer in 

festem Zusammenhange steht, wird aber offenbar das Bestreben 
haben, die Ebene aus ihrer Lage herauszudrehen, und weil diese 
Drehbestrebung einerseits der Grösse der Kraft P selbst, anderer- 
seits proportional ist der Länge des von A auf die Ebene gefällten 
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Lotes A C = p *), so bietet sich als ein geeignetes Mass für die 
Gesamtwirkung der Kraft das Produkt P • p dar. Zu merken ist 
hierbei noch, dass das Lot AC = p der Hebelsarm der Kraft P, 
die Ebene MN Momentenebene und das Produkt P-p das 
statische Moment der Kraft P in Bezug auf die Ebene MK 
heisst. 

Zwar ist jedes statische Moment das Produkt aus einer 
Kraft und einer Strecke, darf aber keineswegs mit dem Begriffe 
„mechanische Arbeit" verwechselt werden. Wenn daher die Kraft 
in Kilogrammen und der Hebelsarm in Metern ausgedrückt sind 
so könnte man als Einheit des statischen Momentes ein Kilo- 
grammmeter (kgm) festsetzen im Gegensatz zur Arbeitseinheil 
Meterkilogramm (mkg); allein in der Hauptsache ist das statische 
Moment nicht Endzweck, sondern nur Mittel zum Zweck, und es 
kommt daher auch vorläufig nur darauf an, alle Kräfte mit den 
Kilogramm und alle Hebelsarme mit derselben Längeneinheit 
zu messen. 

Dagegen ist bei jeder hierher gehörigen Untersuchung woh! 
zu beachten, ob die einzelnen Kräfte die Momentenebene ir 
gleichem oder im entgegengesetzten Sinne zu drehen suchen 
Ist ein solcher Gegensatz vorhanden, so muss ihm algebraiscl 
dadurch Rechnung getragen werden, dass man die Momente dei 
in einem gewissen Sinne drehenden Kräfte positiv und die 
jenigen der entgegengesetzt drehenden Kräfte negativ ein 
führt. In den nächsten Paragraphen wollen wir nun vor allen 
einen ungemein wichtigen Satz über die statischen Momente 
paralleler Kräfte entwickeln. 



*) Sollte dies nicht ohne weiteres einleuchten, so stelle man sich ein( 
mittels Scharnieren um eine horizontale Achse drehbar gemachte ebene Tafe 
vor, welche vermöge ihres Eigengewichtes eine vertikale Lage annehmen unc 
auf Grund des letzteren, sowie der in den Scharnieren stattfindenden Reibung 
jeder Bewegung widerstreben wird. Schlägt man jetzt einen Metallstift senk 
recht in die Ebene und hängt an sein freies Ende ein Gewicht P, so wirc 
das letztere die Tafel aus ihrer Anfangslage herausdrehen und zwar wird die 
Wirkung, das ist hier der Ausschlagwinkel, um so grösser sein: erstens j( 
grösser man das angehängte Gewicht nimmt und zweitens je weiter der Stifi 
aus der Tafel hervorragt. 
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§ 38. 
Zwei parallele Kräfte im Baume. 

Es seien A^ Bi = Pi und Ag B« = P« (Fig. 47) zwei parallele 
Kräfte, deren Angriffspunkte mit der Ebene MN in fester Ver- 
bindung stehen und von letzterer um die Strecken 

Ai Ci = Pi, Ao C2 = Po 

entfernt sind. Nun wissen wir zunächst aus § 36, dass ihre 

Resultante 

AB = R = Pi +P2 

ausserdem parallel zu beiden Komponenten ist und dass der 
Angriffspunkt A auf der Verbindungsgeraden Aj A2 letztere nach 
der Proportion 

A A2 . A. Aj = ±1 , i 2 

teilt. Zieht man aber jetzt durch 
A die Linie Dj D2 parallel zu 
CjCg, so entstehen zwei ähn- 
liche Dreiecke D2 A A2 und 
DiAAi, folglich verhält sich 
AA2 : AAi'= A2D2 : AiDi 
nnd mithin auch 
Pi : P2 = A2 D2 : Ai Dl. ^'«' ''- 

Bezeichnet man nunmehr den Hebelsarm A C der Resultante 
mit r, so erkennt man aus der Figur ohne weiteres die Richtig- 
keit der Beziehungen 

A2 D2 = A C — Ao C2 = r — P2, 
sowie 

Ai Dl = Ai Ci — AC = pi — r. 

Mit Einsetzung derselben in die letzte Proportion ergiebt sich 

Pi : P2 = (r — Po) : (pi — r), 
hieraus 

(Pi+P2)r = PiPi + P2P2 
oder, weil Pj + P2 = R ist, 

d. h. in Worten : Sind die Angriffspunkte zweier paralleler 
Kräfte mit einer Ebene fest verbunden, so ist in Bezug 
auf letztere das Moment der Mittelkraft gleich der 
Summe der Momente der Seitenkräfte. 
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§ 39. 
Parallele Kräfte an beliebigen Punkten eines festen Syste 

Der soeben entwickelte Satz lässt sich, indem man ihn wie 
holt anwendet, ohne jede Schwierigkeit er weitem auf belli 
viele Kräfte 

Pi) ^2? Psj P4? • • *, Pn, 
deren Angriffspunkte untereinander fest verbunden sind und 
einer (beliebig gedachten) Ebene MN die Abstände 

Pl> P2, Ps, P4, • • •, Pn 

besitzen mögen ; denn bezeichnen wir die Kesultierende der be: 
ersten Kräfte mit Rj, ihren Hebelsarm in Bezug auf die erwäl 
Ebene mit r^, dann die Resultierende von P^, P2, Pg mit R2, il 
Hebelsarm mit r2, femer die Resultierende der vier ersten Kr 
Pi, P2, P3, P4 mit R3, ihren Hebelsarm mit rg u. s. f , die Gesj 
resultierende aller n Kräfte mit R, den Abstand ihres Angi 
Punktes von der Ebene M N mit r, so gelten die n — 1 Gleichu 
paare R^ = P, + P^ und R^ r^ = P^ p^ + P^ p^, 
R2 = Ri + Ps „ R2 r2 = Ri ri + P3 pa, 
R3 = R2 + P4 « R3 i's = R2 1*2 + Pi P4? 



R = Rn-2 + Pn und Rr = Rn-2 rn-2 + PnPn. 
Setzt man jetzt die Werte von Rj und Rj r^ aus den er 
beiden Gleichungen in diejenigen der zweiten Zeüe, sodann 
hierdurch entstandenen Werte in die Gleichungen der dritten 2 
und fährt so fort bis zur letzten Zeile, so erhält man 

R = Pi + P2 + P3 + Pi H h Pn 

und 

Rr = Pi pi + P2 P2 + P3 P« + • • • + PnPn, 

oder, da es gebräuchlich ist, abkürzungsweise 

Pl + P2 + P3 + P4 + • • • + Pn = -? (P) 

[gesprochen „Sigma oder Summe aller P"] und analog 

PiPi + P2P2 + PsPs H h PnPn = ^ (Pp) 

[sprich: „Sigma oder Summe von Pp!"] zu setzen: 

und 

JRr = ^ (P2^) ( 
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In Vorstehendem liegt der Satz: Für beliebig viele 
parallele Kräfte im Räume, deren Angriffspunkte unter- 
einander fest verbunden sind, ist die Resultante gleich 
der Summe aller Komponenten und das statische Moment 
der Resultante in Bezug auf eine (beliebig gedachte) 
mathematische Ebene gleich der (algebraischen) Summe 
der statischen Momente aller Einzelkräfte bezogen auf 
dieselbe Ebene. 

Weil der Angriffspunkt der Resultierenden unabhängig von der 
Richtung der einzelnen Kräfte ist und demnach auch seine Lage 
beibehält, wenn sich alle unter sich parallel bleibenden Kräfte 
um ihre Angriffspunkte herumdrehen, so heisst der erst genannte 
Punkt auch der Mittelpunkt der parallelen Kräfte. 

Übnngsbeispiele. 

189. In den vier Eckpunkten Ai, A2, A3 und A4 eines Quadi-ates, dessen 

Seite a ^ 500 Millimeter lang ist, greifen vier parallele Kräfte von 33, 11, 44 

^öd 12 Kilogramm an. Man soll den Angi'iifspunkt der Resultante bestimmen, 

^Qclem man seine Abstände x und y von den Quadratseiten Ai A2 und Ai A/, 

•mgiebt 

Lösung: x = 280 und y = 275 Millimeter. 

190. Man bestimme den Mittelpunkt dreier paralleler Kräfte Pi = 80 kg, 
P^i = 60 kg und P3 = 110 kg, welche die Eckpunkte eines rechtwinkligen 
^X" eiecks mit den Katheten Ai A3 = 30 und A2 A3 = 40 Centimeter angreifen. 

Lösung: Der Kräftemittelpunkt ist von beiden Katheten 96 Millimeter 
^i^tfemt. 

191. Drei beliebige Kräfte Pi, P2 und P3 wirken in den Eckpunkten 
A,, A2 und A3 eines gleichseitigen Dreiecks von der Seite a senkrecht zur 
fihene des letzteren. Welches sind die Ab- 
stände X, y und z des Kräftemittelpunktes A /^ 
Von den drei Seiten A2 A3, A3 Ai und Ai A2 ? 

aP, ]/"3 aPsfAs^, 




Fig. 48. 



Antwort: x= -2^-, y= ^R 

aPsV^ 
und z = — ^ — , worin R = P, -f P2 -f P3. 
^ Jet 

192. Wohin fällt aber A, wenn spezieller 
Weise die drei Kräfte einander gleich sind? 

Antwort: In den Mittelpunkt des gleichseitigen Dreiecks. 

193. In den Eckpunkten, den Seitenmittelpunkten und dem Durch- 
schnittspunkte der Diagonalen eines Rechtecks (Fig. 48), dessen Seiten 90 
und 120 Centimeter betragen, wirken in fortlaufender Reihenfolge die neun 
parallelen Kräfte von 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 und 9 Kilogramm. Es sollen die 



Abstände X und y des Kräftemittelpuoktes v< 
Beite berechnet werdeo. 



1 der ereten nnd letzten B«chteck- 



Resultat: 



= 76c 



= 41c 



194. Zehn Kräfte von % 4, 6, 8, 10, 9, 7, 5, 3 nnd 1 Kilogramm wirken 
in paralleler Richtung und nach derselben Seite; ihre Aneriffspnjikte sind 
feat verbunden und haben von einer durch dae System gelegten Ebene die 
bezüglichen senkrechten Abetände von 10, 5, 30, 15, 6, 40, 0, 48, 10 nnd 
40 Centimeter, die ersten fUnf liegen vor, die übrigen hinter der Ebene. 
Man ermittele die ReBultante R, ihr statisches Moment in Bezug auf die er- 
wähnte Ebene und ihren Eebelsanu x. 

Lösung: E = 55, Rx = — 330, x = — 6 cm, der Kräft«mittelpunkt 
liegt also hinter der Mora entenebene. 

195. Acht parallele und nach derselben Seite hin wirkende Kräfte von 
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 Kilogramm ergreifen die Ecken eines Würfels von 9 dm 
Seite in der aus Figur 49 ersichtlichen Anordnung. Man lege sich nnn drei 

zu einander lotrechte Ebenen an, von 
welchen jede den Würfel halbiert, nnd 
berechne mit Hilfe des Momentsatzes 
die drei Abstände x, y und z des 
Kräftemittelpunktes, indem maa die 
Momente jener Kräfte, deren AngriflFs- 
punkte in Beziehung auf die ange- 
nommenen Ebenen rechts, vorne 
nnd oberhalb sieh befinden, positiv 
deingemäss die Momente aller übrigen 
Kräfte negativ setzt 

Litsung: x = 0, y = — 1 dm 
rroA z = — 2 dm; der Angriffspunkt 
der resultierenden Kraft liegt also in 
der ersten, hinter der zweiten und unter der dritten Ebene. 

196. Wohin würde siber der Mittelpunkt der acht Kräfte zn liegen 
kommen, wenn letztere gleich gross wären? 

Antwort; In den Durchschnittspunkt der drei Momentenebenen (Mittel- 
punkt des Würfels), 

§ 40. 
Gleichgewichtsbediugang für parallele Kräfte, welche an 
einem festen Körper wirken. 
Aus Formel 31 des vorigen Paragraphen folgt für den 
Hebelsai-m der Resultante eines Systems paralleler Kräfte 

, _ ^(Fl>) 
R 
Suchen nnn die einzelnen Kräfte die Momentenebene in ver- 
schiedenem Sinne zn drehen, so stellt der Zähler des Braches 
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rechter Hand eine algebraische Summe dar, und es ist dann 
spezieller Weise möglich, dass ersterer gleich Null wird. Weil 
aber in diesem Falle auch r verschwindet, so ist 

V ^1>J,) =: (32) 

die Bedingung dafür, dass der Angriffspunkt der Mittel- 
kraft in der Momentenebene liegt. 

Wenn aber jetzt ausserdem die Momentenebene in der 
Richtung der Resultante feste Stützpunkte findet, so wird offenbar 
die Wirkung durch Gegendrücke in diesen Unterstützungspunkten 
aufgehoben, mit anderen Worten : es herrscht Gleichgewicht. 
Nach dem zweiten Grundgesetze von der Gleichheit zwischen 
Wirkung und Gegenwirkung wird überdies die Summe der Gegen- 
drücke gleich der Resultante, also auch gleich der algebraischen 
Summe der einzelnen Parallelkräfte sein. 

Aus dieser Betrachtung folgt schliesslich auch umgekehrt : 
Befindet sich ein fester Körper, an welchem in einzelnen 
Punkten parallele Kräfte angreifen, im absoluten Gleichgewicht, 
so ist in Bezug auf jede Ebene die Summe der statischen 
Momente aller Kräfte gleich Null. 

§ 41. 
Bestimmung von Reaktionen. 

Der letzte Satz befähigt uns zur Lösung einer Gattung von 
Aufgaben, die in der Praxis häufig vorkommen. Ruht nämlich 
ein von mehreren parallelen (gewöhnlich vertikalen) Kräften be- 
anspruchter Körper auf Unterstützungspunkten, so finden in den 
letzteren gewisse Drücke statt, welche durch gleich grosse Gegen- 
drücke (Reaktionen) aufgehoben ' werden. 

Um aber diese Reaktionen zu erhalten, braucht man sich 
nur durch die Stützpunkte parallel zu den Kräften Ebenen ge- 
legt zu denken und dann in Beziehung auf dieselbe die Summe 
der statischen Momente aller wirkenden Kräfte gleich Null zu 
setzen ; denn man erhält hierdurch Gleichungen, aus welchen sich 
die gesuchten Werte berechnen lassen. Schliesslich kann man 
auch noch eine Probe auf die Richtigkeit der Resultate anstellen, 
indem die (algebraische) Summe der Reaktionen mit derjenigen 
der Parallelkräfte übereinstimmen muss. 



Die Art and Weise der AusfähroDg wollen wir noch an . 
folgenden beiden Beispielen zeigen. 

1. Ein eiserner Trä^r von der Länge AB = 1 (Fig. , 
und dem (in der Mitte C angreifenden) Gewichte G sei in ( 
Endpnnkten A nnd B nnterstützt Man soll nun die Drücke 
nnd Y in den letzteren ermitteln, wenn in den Abständen AD = 
uiid AE = q die Lasten P nnd Q wirken. 

Aaflösnng: Legt man dnrch B nonnal zu AB eine Momentenebe 
Bo besteht auch obigem die Gleicbnng 

xt - r a - P) - Q (^ - ^> ~ f' -^ = o, 

worouB folgt 

d Pp-i-Qg 



Nimmt m&n jetzt 
Momentenebene so, bo ia 



deTBelben Richtimg durch den Punltt A i 



Yl — Pp — Qq — 0-2=^ 

mithin 

G ,Pp±QSL 

^~- 2 + I 

Die Addition der beiden vorstehenden Gleichungen für X und Y ergie 
X+ Y=F+ Q^G. 

es Bein muss. 




2. Ein dem vorigen ganz gleicher Trager AC (Fig. 51} wii 
mit dem einen Ende BC = a in Mauerwerk eingelassen und a 
dem freien Ende, in A, durch ein Gewicht P belastet. Wie hoc 
berechnen sieh hier die Reaktionen X und Y in den Punkte 
B nnd C? 

Anflösung; In Bezug auf eine durah Cund setikrecht zu AC gehend 
Ebene hat man nach dem Momentenaätze 



i-^^H 
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vsA in Bezug auf eine Ebene durch B parallel zur vorigen 

Ya — rO — ^J — G^ (4- — a\ = 



oder 



*'=(^+f)i-^'-^- 



Weil hier die Drücke entgegengesetzt wirken, so muss ihre Differenz 
gleich der Summe der abwärts gerichteten Kräfte sein; in der That erhält 
man durch Subtraktion der letzten von der drittletzten Gleichung 

X— Y=-r+ G. 

Wie schon diese beiden Fälle erkennen lassen, ist es bei Be- 
rechnung von Auflagerdrücken am vorteilhaftesten, die Momenten- 
ebene immer durch einen Druckpunkt und senkrecht zur Achse 
des Trägers zu legen; allein es wurde bereits früher erwähnt 
und soll hier nochmals besonders hervorgehoben werden, dass 
die Momentenebene jede beliebige Lage haben kann. 

Betrachten wir z. B. den an einem Ende eingespannten Träger 
in Figur 51, sehen aber vom Eigengewicht G desselben ab, so 
hat für eine Stelle m n im Abstände x von A das Moment der 
Kraft P den Wert 

Dieses statische Moment von P wächst also mit x und wird, 
wenn wir nur den aus dem Mauerwerk hervorragenden Teil B A 
des Trägers ins Auge fassen, am grössten an der Einspannungs- 
stelle f ür X = a, nämlich 

Ma = P • a. 

Durch Division dieser beiden Beziehungen erhält man 



= -^ oder ^^'jc ' ^^a = ^* • ^9 



M^ a 

also den Satz: Die Momente in einem eingespannten, am 
freien Ende belasteten Trägers verhalten sich wie die 
Entfernungen von der Belastungsstelle. 

Übuugsbeispiele. 

197. Auf eine Eisenbahnschiene, welche in ihren Endpunkten A und B 
Witerstützt ist, wirkt ausser dem Eigengewicht von 150 kg, welches im 
Halbierungspunkte C der Schiene angreift, nocli eine Last von 600 kg in D. 
Man berechne die Drücke X und Y, welche in den Auflagerpunkten A und B 
stattfinden unter der Bedingung, dass A B = 4 m und A D = 1 m ist. 

Resultate: X = 525 kg, Y = 225 kg. 
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li)H. Hin eiserner Tr'iger von 300 kg Gewicht nnd 6,1 m Länge ist an 
fieiden Enden auf 10 cm I^nge gelagert nnd trägt zwei Lasten von 1000 kg 
und 700 kg, deren Angriffspunkte vom linken Endpunkte 85 cm und 125 cm 
«'ntfemt sind. Welches sind die Reaktionen X und Y, welche in den Mitten 
(l(jr Auflagerflächen wirken? 

Antwort: X = 1576^/3 und Y = 423»'3 kg. 

199. Wie gestalten sich aber die Resultate der vorigen Aufgabe, wenn 
ti(;r l'rä^er in seiner ganzen Länge noch mit 30 kg pro laufenden Meter 
hehistet ist? 

Antwort: X = 1668Vß kg, Y = 514Vg kg. 

200. Eine an ihren Enden gelagerte cylindrische Welle (Fig. 52) von 
2(K) kg Gewicht misst von Mitte zu Mitte der Lagerung 125 cm. Sie ist 
bc^ansprucht durch vier Kräfte von 2000, 625, 750 und 1200 kg, deren An- 
griffspunkte von der linken Lagermitte um 25, 40, 50 und 80 cm abstehen. 
.Man soll die beiden Drücke in den Zapfenlageni bestimmen. 

Resultate: X = 3007 kg, Y = 1768 kg. 



f.. 




^o; 




Flg. 52. Fig. 53. 

201. Eine Radachse (Fig. 53) ist in A und B gelagert, dagegen in C 
lind D durch Q = 800 kg und Q' =^ 450 kg belastet. Man ermittele die 
Keaktitmen X und Y in A und B, wenn AC= 1,1 m, CB = 0,9 m und 
HD = 1 m gegeben sind. 

Uo8ultato: X = 135 kg und Y = 1115 kg. 

202. Die vorige Aufgabe wurde unter Vernachlässigung des Eigen- 
gowiohtoa der Achse gelöst. Was erhält man aber für X und Y unter 
Uoriloksiohtigung dos Achsengewichtes G = 120 kg, wenn dasselbe in einem 
Abstünde BE = 0,75m links von B wirkt? 

Antwort: X = 180 kg und Y = 1190 kg. 

2(Kl. Man löse die Aufgabe 201 unter der allgemeinen Annahme, dass 
A (' =r. a, H = b und B D = c sei. 



Lösung: X = 



b Q — Q/ 



Y = 



a Q + (a + b -f c) Q' 



a -J- b * a -|- b 

204. Das freie E.nde BA des in Figur 51 veranschaulichten Trägers 
soi a ~ 5 m lang und die in A wirksame I^st P betrage 650 kg. Wie gross 
ist diW» atjitisohe Moment der letzteren in den Entfernungen 1, 2, 3, 4 m von A 
\uul wie gr\>s8 an der Einspannunirsstelle, wenn das Eigengewicht des Trägers 
vornachlH*i>igt winl? 

Kosultato: iKK), 13CX>, 1950. 2ii00 und 3250 Kilogrammmeter. 
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205. Man ermittele die Momente für dieselben Punkte, aber unter 
Berücksichtigung des Trägergewichtes, welches pro laufenden Meter 
30 kg betragen soll. 

Resultate: 665, 1360, 2085, 2840 und 3625 Kilogrammmeter. 



Siebentes Kapitel. 

Die Lehre vom Schwerpunkte. 

§ 42. 
Erklärangen. 

Denkt man sich einen festen Körper aus zahllosen und 
folglich verschwindend kleinen Teilchen — materiellen Punkten — 
zusammengesetzt, so wirkt auf jedes dieser Teilchen eine Kraft, 
welche nahe am Erdmittelpunkte ihren Sitz hat und Anziehungs- 
kraft der Erde oder Schwerkraft genannt wird. 

Bei der im Verhältnis zu den Dimensionen eines irdischen 
Körpers ungeheuren Entfernung des Erdcentrums können alle 
diese Kräfte als vollkommen parallel angesehen werden, und es 
wirkt daher auf jeden starren Körper ein System unendlich vieler 
paralleler Kräfte, deren Angriffspunkte untereinander fest ver- 
bunden sind und welche sich mithin zu einer Resultante zusammen- 
setzen. Weil die Grösse der letzteren das Gewicht und ihr 
Angriffspunkt der Schwerpunkt des Körpers heisst, so kann 
man den Schwerpunkt eines Körpers definieren als denjenigen 
Punkt, in welchem das Eigengewicht eines Körpers angreift oder 
auch als den Mittelpunkt aller parallelen Kräfte, welche 
vom Erdmittelpunkte aus auf die einzelnen materiellen 
Punkte eines Körpers wirksam sind. 

In der Schwerpunktslehre teilt man alle Gebilde ein in 
Linien, Flächen und Körper und versteht darunter mathe- 
matische Linien, Flächen und Körper, über welchen aber irgend 
eine Materie ausgebreitet ist, resp. welche von solcher erfüllt 
sind. Gewissermasseu als Modell einer materiellen Linie könnte 
ein sehr schwachei*, unbicgsamer Metalldraht und als materielle 
Fläche etwa ein dünnes, starres Metallblech gelten. Speziell 
nennt man nun wieder diejenigen materiellen Linien, Flächen 
und Körper homogen, von welchen gleiche (Längen-, bezw. 
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Flächen-, bezw. Volumen-) Teilchen an allen möglichen Stellen 
des Gebildes gleich viel wiegen. So wird beispielsweise ein 
Metalldraht homogen genannt werden dürfen, wenn er überall 
gleichen Querschnitt besitzt; denn zerschneidet man ihn in lauter 
millimeterlange oder noch kürzere Stückchen gleicher Länge, so 
wiegt eines genau so viel wie alle anderen. Wenn man femer 
einen homogenen Körper in noch so kleine aber gleiche Teilchen 
zerlegt, so müssen alle dasselbe Gewicht besitzen. Dagegen nennt 
man heterogen ein Gebilde, dessen einzelne gleich grosse Teile 
ihrem Gewichte nach verschieden sind, z. B. ein als Ganzes auf- 
gefasstes Gebäude oder ein aus verschiedenen Metallen gefertigter 
Gegenstand, ja selbst ein an den einzelnen Stellen ungleich stark 
gehämmertes Stück Eisen müsste, streng genommen, als heterogen 
betrachtet werden. 

Schliesslich wäre noch als hierhergehörig zu bemerken, dass 
eine Ebene, welche durch den Schwerpunkt eines Gebildes hindurch 
geht. Schwerebene und analog eine Gerade, die den Schwer- 
punkt enthält, Schwerlinie oder Schwerachse jenes Gebildes 
genannt wird. 

§ 43. 
Fundamentalsatz der Schwerpunktslehre. 

Ein für die folgenden Schwerpunktsbestimmungen besonders 
wichtiger und äusserst fruchtbarer Satz lautet: Jede Symmetrie- 
ebene*) eines homogenen Raumgebildes ist für letzteres 
zugleich Schwerebene. 



*) Die Symmetiieebene einer Raumfigur ist eine durch letztere hindurch 
gelegte mathematische Ebene von folgender charakteristischen Eigenschaft: 
Fällt man von irgend einem Punkte der Raumgi'össe ein Lot auf die Ebene 
und verlängert dasselbe nach der anderen Seite um sich selbst, so trifft man 
stets wieder auf einen Punkt des Gebildes. So ist z. B. eine Symmetrie- 
ebene diejenige, welche durch die Achse eines Cylinders oder eines Kegels 
oder durch den Mittelpunkt einer Kugel gelegt wird, und zwar sowohl für 
die OberÜäche als für das Volumen des beti'eflfenden Körpers ; ferner ist jede 
ebene Spiegelfläche eine Symmetrieebene zwischen einem beliebigen Gegen- 
stande und seineul Bilde. Zwar teilt hiernach jede Symmetiieebene den 
Körper in zwei gleich grosse Teile, welche letzteren aber nicht notwendig 
kongruent zu sein brauchen; beispielsweise besteht ein normal gewachsenes 
und regelrecht stehendes Pferd wohl aus zwei symmetrischen Hälften, letztere 
können aber absolut nicht zur Deckung gebracht werden. 
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Beweis: Denkt man sich das betreffende Kanmgebilde in zahllose 
gleiche Massenteilchen zerlegt und nimmt die Symmetrieebene als Momenten- 
ebene an, so entspricht jedem Teilchen auf der einen Seite der Ebene ein 
solches auf der anderen, welches mit jenem gleiches Gewicht und 
gleichen Abstand, folglich auch gleiches statisches Moment hat. 
Da die Momente zweier solcher einander gegenüber liegenden Teilchen mit 
verschiedenen Vorzeichen versehen werden müssen, so ist die Summe der 
statischen Momente aller Massenteilchen, aus welchen das homogene Gebilde 
besteht, in Bezug auf die Symmetrieebene als Momentenebene gleich Null, 
und aus JS (P p) = folgt nach § 40, dass der Angriffspunkt der Resultante 
aller parallelen Kräfte, und das ist der Schwerpunkt des Kaumgebildes, in 
der Symmetrieebene liegt 

In vorstehend em allgemeinen Satze ist als Spezialfall offenbar 
auch die Regel enthalten, dass jede Symmetrieachse irgend 
welcher ebenen und homogenen Figur gleichzeitig eine Schwer- 
linie der letzteren darstellt 

§ 44. 
Schwerpunkte yon Linien. 

a. Der Schwerpunkt einer Strecke ist der Mittelpunkt der 
letzteren. 

Beweis: Denn jede durch die Strecke selbst gehende, sowie die in 
ibrem Mittelpunkte senkrecht errichtete Ebene ist Symmetrieebene (Fig. 54). 

b. Der Schwerpunkt eines Winkels liegt auf der Verbindungs- 
strecke der Halbierungspunkte ^ 



N 

V 

\ 



(i>J^-jr-r'"'^>^% 



beider Schenkel und teilt die 
erstere im umgekehrten Ver- 
hältnis der letzteren. JJ^C^T^ir^-I'^'^^'^v 

J gj/ /. n . 



N 

X 



ß. 



Fig. 54. 



Beweis: Die Gewichte der beiden Schenkel greifen in deren Mittel- 
punkten D und E (Fig. 55) an und verhalten sich direkt wie die Längen*), 
also wie A B : A C ; mithin liegt nach § 36 der Schwerpunkt S so, dass die 
^oportion 

erfüUt ist. 



*) Bezeichnet man nämlich die Gewichte zweier beliebiger homogener 
Linien mit Gi und G2, ihre Längen mit Li und L2, sowie das Gewicht pro 
Längeneinheit mit y^ so hat man Gi = ^^ Li, G2 = 7 L2 und mithin 

Gl : Go = ^^ Li : 2^ L2 = Li : L2. 
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Konstruktion: Verbindet man den Halbierongspnnkt F von BC mit 

D und Ey so schneidet die den Winkel DFE Halbierende die Linie D£ im 

Schwerpunkte S, denn im Dreiecke DEF verhält sich bekanntlich 

SD:SE = FD:FE 
oder, weil 

FD = AE = -i-AC und FE==AD = 4-AB 

ist: 

SD:SE = yAC:y AB = AC: AB, 

wie es sein soll. 

c. Der Schwerpunkt eines Dreiecksumfanges ist der 
Mittelpunkt vom eingeschriebenen Kreise des Dreiecks DEF 
(Fig. 56), welches die Mitten der Seiten vom ursprünglichen 
Dreiecke ABC zu Ecken hat. 



Fig. 56. 

Beweis: Beti-achtet man vorerst den Umfang des Dreiecks zusammen- 
gesetzt aus dem Winkel B A C und der Seite BC, so verbindet die Halbierungs- 
linie des Winkels DFE den Schwerpunkt F der Seite B C mit dem Schwer- 
punkte G des Winkels BAC, enthält also selbst den Schwerpunkt des 
Dreiecksumfanges. Nimmt man zweitens an, der Dreiecksumfang bestehe 
aus dem Winkel BGA und der Seite A ß, so ist aus gleichen Gründen die 
den Winkel EDF Halbierende DH eine Schwerlinie unseres Gebildes, und 
mithin bezeichnet der Durchschnittspunkt S zwischen FG und DH den 
Schwerpunkt vom Umfange des Dreiecks ABC. 

d. Der Schwerpunkt eines Vierecksumfanges kann eben- 
falls als Schnittpunkt zweier Schwerlinien erhalten werden, indem 
man ihn zweimal in je zwei einander gegenüberliegende Winkel 
zerlegt und deren Schwerpunkte Si und S.2, resp. S3 und S4 durch 
gerade Linien verbindet ; der Schnittpunkt zwischen Si S2 und Ss S^ 
stellt den Schwerpunkt des Vierecksumfanges dar. Zur Übung 
führe man die Konstruktion genau aus. 

Haben wir im Vorstehenden die Schwerpunkte von homogenen 
Linien konstruktiv bestimmt, so soll nunmehr auch gezeigt 



wa'den, wie die Lüsuug dei-selben Aufgabe auf dem Wege der 
Rechnung erfolgen kann. 

Zu diesem Behufe ist es nur nötig eine MomentenebeneJ 
— für ebene Figuren genügt eine Momeutenachse — in zweck- 
mässig gewählter Lage anzunehmen und in Bezug auf dieselbe-j 
das statische Moment der Resultante gleich der Summe dt 
Momente aller parallelen Komponenten, das ist hier: das Moment 
■Vom Gewichte des Ganzen gleich der Summe der Momente von 
den Gewichten seiner einzelnen Teile zu setzen. 

Hierbei ist es auch erlaubt, statt der Gewichte die Längen 
4ei' vorkommenden Linien in Rechnung zu bringen ; denn besteht; 
öio Liniengebilde von der Gesamtlänge L aus n Teilen mit den 
Xjängen li, I.j, Ig, ■ ■ ■, 1,„ sodass 

i = «. 4- ^ + ?3 +.-■+/„ = i: (l), 
fcezeiehnen' wir femer den Abstand des Gesamtschwerpunktei 
~von einer bestimmten Ebene mit x, die Schwerpunktsabstände 
der einzelnen Teile von derselben Ebene mit x„ x™, Xa, ■ - ■ Xa 
"»md das Gewicht der Längeneinheit mit y, so gilt nach dem 
Uomentensatze {§ 39, Formel 31) die Gleichung 

L ;■ X = 1, ;' X, + 1. ;' Xa -f- I3 j- Xa + - ■ ■ + 1" 7' X.i ^ - (1 ?" x) 
"und hieraus folgt nach Division durch ;• 

Ljr^f^jc^^ I. je., + /, .^a + ■ ■ ■ 4- /„ J^„ = i' (I -r). 
Weil aber ein Punkt in der Ebene durch seine Abstände 
von zwei gegebenen Geraden bestimmt ist, so hat man für ebene' 
Gebilde das voi'stehend erläuterte Verfahren im aUgemeint 
zweimal anzuwenden. 

Es seien z.B. die drei Seiten eines Dreieeks (Fig. 56) BC = a, CA = b, I 
Ali ^ c nod die zu b g-ehiSrige Höhe B K ?= h, Bezeichnen wir dann den \ 
Scbwerpunktsah stand dee Dreieck BamfHnges von b mit x, so h. 
Bezug uuf AC als Honientenachse 



"1 

31t ^H 

on D 



(« + b + cjx 



■-J+b 



» + =■¥ 



Analog ergiebt sich, ^ 
lies Schwerpunktes vo 



forin k die auf der Seite 



•■ + !, + c a 

\ zur Momenten ach Bi 



wählt, die Eutt'eruung I 



1 stehende Dreieckshöhe bezeichnet. 
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Dagegen reicht bei symmetrischen ebenen Gebilden zur Er- 
mittelung des Schwerpunktes ein einziger Abstand und demgemäss 
auch lediglich eine Momentengleichung aus, da ja ersterer in der 
Symmetrieachse liegt. 

So sei das durch Figur 57 dargestellte Liniengebilde homogen und für 
AB symmetrisch. Setzen wir nun AB = a, CD = b, EF = c und den 
Schwerpunktsabstand A S = x, so folgt aus der Gleichung der auf C D be- 
zogenen Momente 

(a + b-|-c)x = a--^-f-b-o-|-c-a: 

n -\- 2 c a 

'^ = i — i: — i * "ö' 

wodui'ch die Lage des Schwerpunktes völlig bestimmt ist. 

Wie schön aus dem Bisherigen klar hervortritt, giebt es 
zwei Grundmittel, mit Hilfe welcher der Schwerpunkt eines 
homogenen Gebildes gefunden werden kann, nämlich erstens die 

Feststellung etwaiger Symmetrieebenen, 
resp. Symmetrieachsen, und, wenn die 
letzteren gar nicht oder doch nicht in 
genügender Anzahl vorhanden sein sollten, 
die Zerlegung des Gebildes in einzelne 
Bestandteile, deren Schwerpunkte man 
bereits kennt. 

Was nun irgend einen Kreisbogen AGB (Fig. 58) anlangt, so ist 
zwar zunächst deijenige Radius C = r, welcher die Sehne A B = s und 
damit zugleich die Länge b des Bogens halbiert, eine Symmetiie- und dem- 
nach auch Schwerachse; um aber den Abstand OS = x des Schwer- 
punktes vonO zu erhalten, sind wii* genötigt, den Bogen AGB in unendlich 
viele, am besten gleich lang gedachte Teilchen zu zerlegen. Diese letzteren, 
welche wir Bogenelemente nennen wollen, sind dann bei ihrer ver- 
schwindenden Länge als geradlinig anzusehen, und es kommt jetzt darauf 
an, einen mathematischen Hilfssatz zu entwickeln, welcher von jedem solchen 
Kreisbogenstückchen gilt. 

Zu dem Ende greifen wir ein Kreisbogenelement GE an beliebiger 
Stelle heraus, ziehen durch eine Parallele MN zu AB, ferner EF paraUel 
GO, GH parallel AB und verbinden E mit 0. Hierdurch entstehen zwei 
bei F und H rechtwinklige Dreiecke, deren Hypotenusen EO, GE, sowie 
deren Katheten EF, GH lotrecht zu einander sind, sodass der Proportion 

0E:EF=1:G:GH 
gentigt wird. Setzen wii* hierin den Radius OE = r, das Bogenelement 
EG = e, die Projektion des letzteren auf die Sehne, das ist GH = G'H' = p, 
sowie seinen Abstand von M N, nämlich E F = y, so folgt 




r : y = e : p 

und hieraus 

ey = rp. 

Bezeichnen wir nun alle Elemente des Kreisbogens vom Punkte A bis 
zum Punkte B fortlaufend mit 

©1, 62, «3, • • •, en, 
femer ihre bezüglichen Abstände von der Geraden MN mit 

yi, 72, 73, • • •, yn, 

so ist in Bezug auf M N als Momentenachse das statische Moment des ganzen 
Kreisbogens gleich der Summe der Momente aller seiner Teile, also 

& a? = ^1 t/i + «2 1/2 + «3 2/3 + • • -\-enyTL = E(ey). 




jftTv^Ä J 



7^<^. 



_.a^. j :r^':' .jsg. 

Fig. 58. 

Jetzt können wir aber diese Summation unendlich vieler Grössen mit 

Hilfe der oben entwickelten und allgemein giltigen Formel ey = rp wirklich 

ausführen ; denn sind die Projektionen aller Bogenelemente auf die Sehne AB 

der Reihe nach 

Pi, P2, P3, • • •, Pn, 
so haben wir 

ei yi = r Pi, 62 72 = r pa, Cg 73 = r pa, • • •, en ja = r pn, 
folglich 

bx = rpi +rp2 + rp3H [-J'Pn=i:(rp)=r(pi+p2+p3H |-Pn)=r-S(p) 

und mithin, weil offenbar 

Pl + P2 + P3 + • • • + Pn = JS (p) = S 

ist, 
oder 

^ = -^ (SS) 

als Schwerpunktsabstand eines Kreisbogens vom Mittel- 
punkte des letzteren. 

Speziell für s = 2r und b= r^ entsteht aus 33 



QC = — = 0,6366 r 



(34) 



der Schwerpunktsabstand des halben Kreisumfanges vom 
Centrum. 



T^ 



106X39 
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Die Formel 33 kann übrigens für die Anwendung wesentlich 
bequemer gestaltet werden, wenn man den Gentriwinkel AOB = a 
einführt ; denn dann hat man einerseits b = r a und andererseits, 

weU Winkel COB = -^ ist, 

tt 

BD s . « .,,. - . a 

-fT^ = TT— = sin -^j mithin s = 2 r sin -r;- 
OB 2r 2 2 

und No. 33 geht über in 

X = Sin -r-» (33) 

eine Formel, bei deren Gebrauch man wohl beachte, dass der 
Winkel a als Divisor stets im Bogenmass zu nehmen ist. 

Übimgsbeispiele. 

206. Wo liegt der Schwerpunkt eines rechten Winkels mit den Schenkeln 
a und b? 

Antwort: Er hat von b und a die Abstände 

a a ^ b b 

a-\- b 2 a -\- b 2 

207. Die für AB symmetiische Figur 59 besteht aus den Strecken 
AB = a, CE = DF = b und C D = c ; man berechne den Schwerpunkts- 

abstand A S = x. 

Resultat: oc = —- — ' _ , — -. 

208. Was erhält man aus der letzten 
Ä 1^ Formel für die Zahlenwerte a = 2 cm, 

I b = 1 cm und c =» 6 cm ? 
£ A /ts Antwort :.x = 3 mm. 

209. Welcher Wert ergiebt sich aber 



l 



6. 



i 



Fig. 59. 



für c = b = a? 



3 



Antwort: a? = — a. 



210. Ein Gebilde ist zusammengesetzt aus einer Strecke C D = 6 a, 
eines in derem Mittelpunkte A errichteten Lotes AB = 4a und den Ver- 
bindungsgeraden B C und B D. Wie weit ist der Schwerpunkt von A entfernt ? 

Antwort: Um ic = 1,4 a. 

211. Man ermittele die Schwerpunktslage einer Figur, welche aus dem 
Umfange eines gleichseitigen Dreiecks von der Seite a und einer Höhe besteht 

Lösung: Der Schwerpunkt liegt in der Höhe und ist von der zuge- 

7}r3 + 2 
hörigen Seite um a? = ^-^ a = 0,321 a entfernt. 

4:4: 
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212. Es sollen die Schwerpunktsabstände von sechs Kreisbögen mit 
dem gemeinschaftlichen Radius r und den Centiiwinkeln 60 o, 90 o, 120», 
240«, 270», 300» angegeben werden. 

.9^ 2rV2 SrVs 
Resultate: ^^=0,955r, =z0,9r,—-- = 0,827r, 

n Jt 2 jt 

^i^'Vs 2rY2 sr 

—- — = 0,4135 r, = 0,3 r und = 0,191 r. 

4 X 3 n S Jt 

213. Ein Ejreisbogen ist gegeben durch seinen Halbmesser von 789 Milli- 
meter und den Centriwinkel a = 124 « 18'. Welches ist der Abstand des 
Schwerpunktes vom Mittelpunkt? 

Antwort: x= 643,13 mm, 

214. Ein homogenes Gebilde besteht aus einem halben Ereisumfang 
und einem, den letzteren halbierenden Radius. Wie weit ist der Schwer- 
punkt vom Centrum entfernt? 

ö V 

Antwort: a; = -- = 0,604 r. 

jt + 1 ^ 

215. Wie gestaltet sich aber das Resultat, wenn noch der die Endpunkte 
der halben Kjreisperipherie verbindende Durchmesser hinzukommt? 

Antwort: a? = -^ = 0,407 r, 

jt + 3 2 

216. Um welche Strecke y müsste in Aufgabe 214, resp. 215 der Halb- 
messer nach der dem Halbkreise entgegengesetzten Seite verlängert werden, 
damit der Schwerpunkt des Ganzen in das Centrum fällt? 

Antwort; Um y = r ys. 

§ 45. ■ 
Schwerpunkte ebener Flächen. 

a. Der Schwerpunkt einer Dreiecksfläche liegt im Durch- 
schnitt der die Seiten halbierenden Transversalen. 

03. 



Fig. 60. 

Beweis: Denkt man sich die Höhe BG = h des Dreiecks ABC 
(Fig. 60) in zahllose gleiche Teile geteilt und durch die Teilpunkte Parallele 
zu AC gezogen, so zerfällt die ganze Dreiecksfläche in lautev ViLQvsva^^KaA 



'Il 



strecken, deren sämtliche Schwerpunkte auf deijenigen Transveraale B iE 
liegen, welche alle halbiert, und mithin ist BE Schwerlinie*). Aus gleichexi 
Gründen enthält aber auch die Transvereale ÄD, welche BC halbiert, Abi* 
Schworpunkt S des Dreiecks ABC und obiger Satz ist bewiesen. 

Zusatz: Der Schwerpunkt S einer Dreiecksfläche ist voxi 
jeder Seite um den dritten Teil der zugehörigen Höhe, also nra SF^ 

- = | (3< 

entfernt. 

Denn aus der Planimetrie ist bekannt, dass sich 
ES:EB = 1 :3 

verhält Nun gilt wegen Ähnlichkeit der beiden Dreiecke ESF und EBG 
die Propottion 

ES:EB = SF: BG, 
mithin 

1:3 = . r: h, 
woraus ohne weiteres die Beziehung 36 folgt. 

b. Der Schwerpunkt eines Paralleiogramms ist der Schnitt- 
punkt beider Diagonalen, weil letztere sieh gegenseitig halbieren 
und folglich jede die Schwerpunkte der beiden Dreiecke verbindet, 
in welche das Parallelogramm durch die andere Diagonale zer- 
legt wird. 

c. Sind AD = a, BC = b die parallelen Seiten und GH = h 
die Höhe eines Trapezes ABCD (Fig. 61), so liegt der Schwer- 
punkt S auf der Verbindungslinie E F der Mittelpunkte beider 
paralleler Seiten in einem Abstände G S = 

^_rL+A^ * 0j) 

a -\- b 3 ' ' 

von der Seite Ä D = a. 

*) Da das Gewicht eines jeden Gebildes im Schwerpunkte angreift, so 
darf man sich das erstere in den letzteren kon7.entriert Torstellen, wodurch 
man statt jenes Gebildes, mechanisch genommen, einen materiellen Punkt 
erhält. Die Gewichte der homogenen Strecken, in welche das Dreieck ABC 
zerlegt wurde, wirken demnach genau so, wie eine gleiche Anzahl materieller 
Punkte, welche sich anf der Geraden BE in gleichen Abständen aneinander 
reihen und offenbar eine materielle Linie bilden. 

Weil aber die homogenen Sü'ecken von B aus gegen AC zu immer 
länger und demnach die materiellen Punkte von B nach E hin immer ge- 
wichtiger werden, so stellt BE keine homogene, sondern eine heterogene 
Gerade dar, und es erklärt sich jetzt auch auf diese Weise, warum der 
Schwerpunkt S des Dreiecks näher an E als an B liegt. Diese Art der 
Anschauung wird uns später gute Dienste leisten. 
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Beweis: Der erste Teil des Satzes folgt aus dem Umstände, dass EF 

jede Parallele za AD halbiert Zieht man weiter AC und nimmt AD als 

Momentenachse an, so ist für das Dreieck ABC der Schwerpunktsabstand 

2 1 1 

KN = -^ h, der Flächeninhalt = ^ b h, somit das statische Moment = -5- b h^*) 

und für das Dreieck A C D der Schwerpunktsabstand J P = — h, der Inhalt 

o 

= -T^ a h, demnach das statische Moment = -^ a h^. Weil nun ferner das auf 

a4- b 
dieselbe Achse A D bezogene Moment des Ti*apezes = -— J- — h x ist, so gilt 



nach § 39 die Gleichung 






2 U ' S 

deren Auflösung für x den obigen Wert liefert. 

iaj^.. g3. gg. /. A 



Fig. 61. 

Konstruktion: Verlängert man BC um BM = a, AD um DL = b 
und verbindet L mit M, so wird E F von L M im Schwerpunkte S des Trapezes 
geschnitten; denn aus der Ähnlichkeit der Dreiecke SEL und SFM folgt 
die Verhältnisgleichheit der Grundlinien und Höhen 

EL:SG = FM:SH 

oder 



(|+b):x = (a + |):(h-x) 



und hieraus 

a-\-2b h 



Qß =■ 



wie es Formel 37 verlangt. 

d. Der Schwerpunkt eines Kreisausschnittes liegt auf 
der Halbierungslinie C des Centriwinkels A B = « (Fig. 62) 
in einem Abstände OS = 

»^ = ^- «»w ^' (38) 

vom Kreismittelpunkte 0, wenn r den Halbmesser des Sektors 
bezeichnet. 



*) Wie in § 44 für homogene Linien kann ohne Schwierigkeit bewiesen 
werden, dass auch für homogene Flächen an die Stelle der Gewichte die 
Inhalte gesetzt werden dürfen. 
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Beweis; Denkt man eich den Bogen AB wiederum in unendlich vi™ el 
gleiche Teile geteilt und jeden Tetipunkt mit verbunden, so zerfällt ' ™ii" 
Sektorfläche in kongiuent« und daher gleich viel »iegende gleich achenkl^^Sg 
Dreiecke mit derselben Höhe r und der gemoinBchaftlichen Spitze 0, de i -'ei 
Schwerpunkte aämtlich um 

von entfernt sind. Wenn man Bicli nun das Gewicht jedes dieser Dreiec- ^Ke 
in seinen Schwerpunkt konzentriert vorstellt, so entsteht ein homogener Kr^ig- 
liogen vom Radius -^ r und dem Centiiwinkel c, dessen Schwerpunkt S 
zugldch der Schwerpunkt des Ereisansechnittes ist, und man erhält mithin, x, 
wenn mau in der 35. Beziehung -^ r fUr r setzt; hierdurch erpebt sich at»er 
die Formel 38. 




Mit Einsetzung des speziellen Wertes u = x = 180 " in 
No. 38 folgt 

X = 4^ = U.4'M4 i; ■ ■ ■ ■ O'iOy 

.( 3t 

der Scliwerpunktsabstand einer Halbkreisfläche vom Centrum. 

Übungsbei spiele. 

217. Den Schwerpunkt eines beliebigen Vierecks durch Zerlegung in 
Dreiecke konstruktiv z 

218. Kbenso für e 
Diagonalen zweimal in 

219. Man soll den Schweipunkt eines halben regelmässigen Sechseckes 
bestimmen, wenn die Teillinie durch zwei Eckpunkte geht. 

Lösung: Kr ist von letzterer um x = -5- a 1^3 entfernt, unter a die 
Seite des regulären Sechsecks verstanden. 



11 ermitteln. 

e beliebige FUnfeckslläche, indem man letztere durch 
ein Viereck und ein Dreieck zerfällt. 
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220. Eine Kreissektorfläche ist bestimmt durch r=333 mm und a = 77<>; 
in berechne den Abstand des Schwerpunktes vom Centrum. 

Resultat: x = 205,67 Millimeter. 

221. Desgleichen, wenn r = 0,876 Meter und a = 192 o 46' ist. 
Resultat: x = 0,345 Meter. 

222. Die Figur 63 besteht aus zwei Rechtecken mit den Seiten JG = a, 

X = C E = b und C D = c und ist in Bezug auf A B symmetrisch ; wie 

Jit ist der Schwerpunkt von JK entfernt? 

, ^ a2-l-2ac + bc 
Antwort: Um x= pj- — ; — ^r 

2 (a -[- c) 

223. Wie gestaltet sich das letzte Resultat, wenn beide Rechtecke 

Qgruent sind? 

. ^ . 3a + b 

Antwort: x = 7* 

4 

224. Ein Trapez A B C D mit den parallelen Seiten AD = aundBC = b 
zwei rechte Winkel DAB und ABC; welches ist die Entfernung des 

iwei-punktes von AB? 

a2_|-ab + b2 



Antwort: x == 



3 (a + b) 





:>\is. 



Fig. 64. 



225. Ein reguläres Sechseck von der Seite a wü*d durch eine zu zwei 
iten senki'echte Gerade halbiert; in welcher Entfernung x von letzterer 
gt der Schwerpunkt einer solchen Hälfte? 

7 
Antwort: In der Entfernung x = ^q a. 

226. Wo liegt der Schwerpunkt einer homogenen Fläche, welche aus 
lem Halbki'eise vom Durchmesser A B = 2 r und einem gleichschenkligen 
apeze mit den parallelen Seiten AB = 2r, CD = r nind der Höhe OE = r 

jammengesetzt ist? 

Antwort: Im Mittelpunkte des Halbkreises. 

227. Ein Kreisringstück (Fig. 64) ist gegeben durch die Radien R, r 
i den Centi-iwinkel 2 a, es soll der Abstand x des Schwerpunkte« S vom 
ttelpunkte angegeben werden. 

, , , 2 R2 + Rr + r2 sin or 

Antwort: x = -:^ • !=— ; — ' • 

3 R + r « 



§ 46. 
Scliirerpnnkte krnmmer FlScfaen. 

a. Der Schwerpunkt eines Cylindermantels ist der Mittel- 
punkt seiner Achse. 

Beweis: Denn drei zn einander lotrechte Ebenen, Ton welchen die 
beiden ei'Sten durch die Achse selbst nnd die letzte dnrch den Halbierungs- 
pnokt der Achse hindurch gehen, sind Symmetrie- nnd folglich anch Schwer- 
ebenen; dieselben schneides sich aber im genannten Punkte. 

b. Der Schwerpunkt eines Kegelmantels liegt auf der 
Achse des letzteren und ist you der Basis am den dritten Teil 
der Höhe entfernt. 

Beweis': Teilt man die Peripherie des Onindkreises in nnzählige 
gleiche Teile tmd verbindet jeden Teilpnnkt mit der Spitze D des Kegels 
(Fig. 66), so zerfällt die Kegelmantelfläche in zahllose kongruente gleich- 
B M , 1 





Bchenklige Dreiecke. Die sämtlichen Schwerpunkte der letzteren bilden aber 
eine homogene Kreislinie, welche jede Seitenlinie BD des Kegels in dem 
Verhältnisse 

BB' :Bl>= 1 :3 
teilt nnd deren Gentmm S zagleich der Schwerpunkt des Kegelmanteb tat 
Zieht man jetzt SEfDB nnd setzt zur Abkürzung CS = x, CD = h, so 
besteht wegen Ähnlichkeit der beiden Dreiecke CE8 nnd CBD die Proportion 

X ; A = BB- : BD= 1 1 3, 
woraus folgt 

h 

c. Der Schwerpunkt eines Kegelstumpfmantels mit den 
beiden ßadlen B, r und der Höhe h liegt auf der Achse und 
zwar in einem Abstände 



iC = 5-!=; (40) 

Tom Mittelpunkte des Kreises vom Radius R, gleichgiltig, ob E 
grösser oder kleiner als r sei. 
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Beweis: Wir denken uns eine der beiden Kreisperipberien in unendlich 
viele (n) gleiche Teile geteilt und durch jeden Teilpunkt, sowie durch die 
Achse Ebenen ' geführt. Hierdurch zerfällt die Kegelstumpfmantelfläche in 
I- T n unter sich kongruente Trapeze mit den beiden parallelen Seiten 

2B,jt , 2yjc 

a = > b = 

n n 

und der Höhe A B = s (Seitenlinie des Kegelstumpfes), folglich nach No. 37 
mit dem Schwerpunktsabstande 

a4-2b 8 R + 2r s 
a-f-h ^ R + r ö 

von der Seite a (Fig. 66). Die Schwerpunkte aller dieser Ti-apeze bilden 
&nf dem Kegelsiumpfmantel eine homogene Kreisperipherie, deren Mittel- 
punkt S identisch mit unserem Schwei*punkte ist. Ziehen wir nun D N und 
ßL parallel CM, so verhält sich 

I)N: B L = A I) : A B 
oder, weil DN = SC =- x, BL = CM = h, AD = z und AB = s ist, 

X : h = z : s. 
heraus folgt 

h 

s 

^^d mit Einsetzung des obigen Wertes von z ergiebt sich Formel 40. 

d. Der Schwerpunkt einer Kugelzonenfläche liegt in der 
^itte ihrer Achse. 

Beweis: Zerlegen wir die Höhe der Kugelzone in zahllose gleiche 
-t^^ile und denken uns durch sämtliche Teilpunkte ein System von Ebenen 
*otrecht zur Höhe, so zerfällt die Kugelzonenfläche in unendlich viele Kugel- 
^Onen, welche alle dieselbe verschwindend kleine Höhe 6 und einen ge- 
^^einschaftlichen Kugelradius r, folglich auch den gleichen Flächen- 
^^tihalt 2Tjt6 und demgemäss gleiches Gewicht besitzen. Denkt man 
^tch aber jetzt die Gewichte dieser Zonen in ihre Schwerpunkte, das sind 
ihre Mittelpunkte, vereinigt, so entsteht eine homogene Linie*), welche 
^enau mit der Achse der Kugelzone zusammenfällt und deren Mittelpunkt 
^aher den Schwerpunkt der letzteren darstellt 

Zusatz: Das vorstehend Gesagte gilt ganz offenbar auch ftii* die 

Kugelkalotte' und mithin ist der Schwerpunkt der letzteren der Halbierungs- 

^unkt ihrer Achse. 

Übungsbeispiele. 

228. Wo liegt der Schwerpunkt eines cylindrischen, oben offenen Ge- 
fässes, welches aus überall gleich dickem Metallblech besteht und durch 

seinen Kadius r, sowie seine Höhe h bestimmt ist? 

h2 
Antwort: Auf seiner Achse in einer Entfernung x = t^-^ — ; — vom 

2 h -f r 

Boden. 



*) Man vergleiche die Ausführungen in der Fussnote des § 45. 



I 
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229. Man bestimme für einen Kegelstumpfmantel den Schwerpunkts- 
abstand x von der kleinen Grundfläche, wenn R = 5 a, r = 2 a und h = 3,5 a 
gegeben sind. 

Resultat: x = 2a. 

230. Ein homogenes Blechgefäss wird aus einem Eegelstumpfmantel 
mit den Radien R = 7 a, r := 3 a und der Höhe h = 3 a, sowie aus einer 
Kreisfläche mit dem Radius r gebildet; es ist der Abstand x des Schwer- 
punktes von der Bodenfläche anzugeben. 

Resultat: x = ^777 a. 

59 

231. Desgleichen, wenn die seitliche Wandung eine Zone mit dem 

Kugelradius r, sowie der Höhe — r und der Boden ein Kreis mit dem 

Durchmesser r ist. 

Resultat: x = ^- r. 

5 

232. Ein kesseiförmiges Gefäss besteht aus einer Kugelhaube mit dem 

Radius r, sowie der Höhe — r und einem sich tangential anschliessenden 

r 

Kegelstumpfmantel von der Höhe — ; man bestimme die Entfernung x des 

dt 

Schwerpunktes S vom tiefsten Pimkte der Kugelhaube. 

41 
Resultat: x = =-t r. 

7o 

§ 47. 
Schwerpunkte Ton Körpern. 

a. Der Schwerpunkt eines Prismas halbiert die Verbindungs- 
linie der Schwerpunkte beider paralleler Endflächen. 

Beweis: Denn denkt man sich wiederum die Höhe des Prismas in 
unbeschränkt viele gleiche Teilchen eingeteilt und durch jeden Teilungspunkt 
eine Ebene parallel zui* Grundfläche des Prismas gelegt, so wird letzteres in 
unzählige unter sich kongruente und daher gleich schwere Platten zerschnitten, 
deren Schwerpunkte eine homogene Strecke bilden, nämlich die oben genannte 
Verbindungsgerade; der Mittelpunkt dieser letzteren ist demgemäss zugleich 
der Schwerpunkt vom Prisma. 

b. Der Schwerpunkt eines homogenen Vollcylinders liegt 
in der Mitte seiner Achse. 

Beweis wie unter a. 

c. Der Schwerpunkt einer Pyramide liegt auf derjenigen 
Geraden, welche die Spitze mit dem Schwerpunkte der Basis 
verbindet, und teilt diese Verbindungsstrecke in dem Verhältnis 
von 1 : 3, sodass der kleinere Abschnitt der dritte Teil ist vom 



grosseren. Bezeichnet h die Hötie der Pyramide, so ist der Ab- 
stand ihres Schwerpunktes von der Basis 

■r-^ (41) 

Beweis: Die JUchtigkeit vom ersten Teil dieaee Satzes dürfte nach 
dem BiBherigen ohne weiteres einleuchten ; den zweiten nnd dritten Teil der 
Behwptnng wollen wir vorerst für eine dreiseitige Pyramide ABCD (Fig. 67) 
beweisen. 

Betrachten wir ABC ale GrundUäehe und D als Spitze der Pyramide, 
80 ist der Dnrcbachnittepankt G der die Gegenseiten halbierenden Trans- 
verealen BF, AE der Schwerpunkt des Dreiecks ABC nnd folglich GD 
eine Schwerlinie der Pyramide. Sehen wir dagegen BCD als Basis nnd A 
sU Spitze an, so igt der Schnitt- 
punkt zwischen den die Seiten 
BC tmd CD halbierenden Trans- 
>«realen DE und BJ der Schwer- 
pankt des Dreiecks BCD und 
demnach OA eine zweite Schwer- 
Mbae der Pyramide. Mitbin ergiebt 
dch der Schwerpunkt der PjTamide 
ab Durchschnitt zwischen G D und 
OA, und es kommt jetzt darauf an, 
die Lage von S dnrch eine Pro- 
portion auszudrucken. Weil aber 
"Mb § 45a 

EG:EA = E0:ED = 1:3 
rieh YOThalten, so ist Dreieck EGO 
äiaMi E A D und folglieb einerseits 
ßOjAD and andererseits ^ 

GO: AD=-1:3. ^8- "■ 

Ans der Parallelität von GO und AD erkennen wir wieder die Ähnlichkeit 
^^ Dreiecke SGO nnd SDA und hiermit das Bestehen der weiteren 
Proportionen 

od« 




SG:SD = GO: AD = 1:3 

SG:(Sa-|-SD) = l:(l+.3), 



SG.1>6 = 1 i4. 

Wenn wir scbliesslich vom Schwerpunkte nnd von der Spitze anf die 
^uig der Pyramide die Lote S L ^ x und D H ^ h füllen nnd ihre Fuss- 
pnnkte mit G verbinden, so entstehen abermals zwei ähnliche Dreiecke GLS 
<md GMD; mithb verhalt sich 

St .■ 1> Jff - Se : DG oder x.h = l :4, 
worana die Richtigkeit von Formel 41 erhellt 

Davon, dass diese letztere aoch fiü' beliebig vielseitige Pyramiden 
gilt, überzeugt man sich leicht durch folgende einfache Betrachtung: Führt 
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man durch die Spitze und die von einem Eckpunkte ausgehenden Diagonalen 
der Grundfläche ebene Schnitte, so zerfällt die Gesamtpyramide in Unter 
dreiseitige Pyramiden mit der gemeinsamen Höhe h. Die Schwerpunkte der 

letzteren liegen sämtlich in einer Ebene, welche in der Entfernung -^ parallel 

zur Grundfläche der vielseitigen Pyramide läuft, und mithin liegt auch der 
Schwerpunkt der letzteren in derselben Ebene. 

d. Der Schwerpunkt eines Kegels liegt in der Achse und 
um den vierten Teil der Höhe von der Basis entfernt; denn ein 
gerader Kreiskegel kann als regelmässige Pyramide mit unendlich 
vielen Seitenflächen aufgefasst werden. 

e. Der Schwerpunkt einer abgestumpften Pyramide mit 
den beiden Grundflächen F, f und der Höhe h steht von F um 

ab, ob nun F grösser oder kleiner ist als f. 

Beweis: Denken wir uns zum Pyramidenstumpfe die Ergänznngs- 
pyi-amide mit der Basis d e g 1 m = f (Fig. 68) und der Höhe C N = z, so 
verhält sich bekanntlich 

F : f = (z + h)-^ : z'-^ oder Yy : ]/f = (z + h) : z 
und hieraus folgt nach kurzer Rechnung 

h y^f h y^F 

z =- — jr— ■^^- und z -j- h = 



Yf - ]Af Y^ — Y^ 

Nun muss in Bezug auf die untere Endfläche D E G L M das statische 
Moment der gi'ossen Pyramide gleich der Summe der Momente aus dem 
Pyi'amidenstumpfe und der kleinen Pyramide, also 

^r.^ = |-(F + |/'Ff + f)x+|f(h + A) 

sein und hieraus ergiebt sich mit Einsetzung der obigen Werte von z und 
z -|- h nach kurzer Rechnung 

F-i- 4fl^Ff +3f2 u 

(F + /Ff + f) X = ^-y: -5- 

'^ F-2-/^Ff + f 4 

oder, weil 

(F2 _ 4f I^Ff + 3f2) : (F - 2 ]/"Ff + f) = F + 2 y"F7+ 3f 
ist: 

F+2YFf+3f u_ 

'~ F-\-YFf-{-f ^ 
w. z. b. w. 



f. Der Schwerpunkt eines Kegelstumpfes liegt in der Aclise 1 



imd zwar' um 



H' + a /f !■ + 3 I' 

ir- + H I- + )•• 



(43Ji 

Tom Grundkreise mit dem Halbmesser E entfernt, wenn R, r die 
beiden Radien und h die Höhe des afcgestunipften Kegels bezeichnen. 
Bewe 8 Denn we 1 in abgekürzter 
Kegel nu ein besonde e F U des Pyra- 
m deuBtumpt b st so e hÜt nan den 
S hwerpnnktsabstan 1 d 8 ste u durch 
Einsetzung- un T — R x und f — t^ x 
n Formel 4^ N h Reduktion mit i 
e giebt s h F nne! 43 





g. Der Schwerpunkt eines Kugelausschnittes vom I 
Vadius V und der Kalottenhölie h ist vom Kugelmittelpunkte 



..^^r- 



- h) 



(44) 



entfernt. 

Beweis: Denkt man iiiih die Kugplliaubentljctie in zibllose gleiche 
Teile zerlegt und betiachtet jedes diesei Teilchen als Basis emer Pyramide, 
öeren Spitze sioli m C (Fig b9) befandet, so zerfallt dei ganze Kugelsektor 
in imendlich viele Pyramiden mit der gememscliatthclien Hohe r Die Schwer- 
punkte aller dieser Pjramiden sind nun nach 41 um — r von C entfernt und 
bilden daher eine homogene Kugelkalotte mit dem Halbmesser CE = -j-r und 
der Höhe ON ^ — h. Weil aber der Schwerpunkt S dieser Kalotte, welcher 

zugleich Schweipunkt des KugelauasChnittes ist, in der Mitte der Kalottenhöhe 
hegt, weil also 

U) findet sich 
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CS = CN - \S _ A r - -^ Ä -= 4^ rVf - Ä> 

* o ö 

h. Der Schwerpunkt eines Kugelabschnittes hat vom 
Eugelmittelpunkte den Abstand 



,7 (2 r — Ur- 
4 3 t—h' 



(45) 



worin r und h dieselbe Bedeutung haben, wie vorhin. 

Beweis: Ein Kngelsektor kann durch eine Ebene AB (Fig. 70) jederzeit 
in einen Kugelabschnitt und einen Kegel zerlegt werden. Für letzteren ist 

nun die Höhe 

OD = ÖC — CD = r-h, 
folglich bestimmt sich nach dem 
Pythagoras sein Halbmesser 

DB = y 
aus der Gleichung 

y2 = r* — (r — h)* 
^. = 2 r h — h2 = h (2r - h), 

mithin ergiebt sich weiter sein 
Volumen 



Ätv- 




« y^Jt ' OI> = -^3th(2r — h)(r — h), 

und weil ausserdem nach 41 der Abstand des Schwerpunktes von der Spitze 



OX=^ 



3 



Ol) 



(r - h) 



4: 4 

beträgt) so ist das statische Moment des Kegels in Bezug auf eine durch 
normal zu OC gelegte Ebene 



F' OL^ -^Jth(2r— h) (r 

Femer haben wir für den Kugelsektor den Inhalt 



h)K 



den Schwerpunktsabstand 






OK = — (2r-h), 



demnach das auf die Ebene MN bezogene Moment 

V*OK = ^r^üth(2r—h) 

4: 

und weil endlich das Volumen des Kugelsegments 

ist, so gilt die Momentengleichung 

^ r2 :;t h (2 r — h) = -i- 5r h (2 r — h) (r - h) + -|- h2 :;r (3 r - h) X, 

woraus durch Auflösung nach x die Formel 45 entsteht. 



I 
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Übnn^beispiele. 

233. Ein homogener Körper ist aus einem Prisma und einer Pyramide 
mit gemeinschaffclicher Basis zusammengesetzt. Wie müssen sich die Höhen 
von Prisma und Pyramide zu einander verhalten, damit der Schwerpunkt 
des ganzen Körpers in die Zusammenstossungsebene seiner beiden Bestand- 
teile fällt? 

Antwort: Wie 1 : fAö. 

234. Man bestimme für einen abgestumpften Kegel den Schwerpunkts- 
abstand von der grösseren Endfläche, wenn die Höhe h ist und der grosse 
Radius das zwei, resp. das vierfache vom kleineren beträgt. 

Kesultate: 00 ^> resp. 00 ^• 

235. Welches ist der Schwerpunktsabstand x einer Halbkugel zum 
Radius r vom Centrum? 

Antwort: x = -^r. 

236. Ein Cylinder, eine Halbkugel und ein Kegel haben dieselbe Höhe, 
^ie verhalten sich die Abstände ihrer Schwerpunkte von den Grundflächen ? 

Antwort: Wie 4:3: 2. 

237. Es soll für ein Kugelsegment mit dem Kugelradius r und der 
^äiottenhöhe h die Entfernung x des Schwerpunktes von der Ebene des 
^^gTenzungskreises angegeben werden. 

D IX X 4r — h h 

Kesultat: x = —. r- • -r- 

3r — h 4 

238. Welchen Wert erhält man für den speziellen Fall h = -|- ? 

Antwort: x = ^777 r. 

40 

239. Wie weit ist der Schwerpunkt einer halben Hohlkugel mit den 
^^ien R, r vom Mittelpunkte entfernt? 

A ♦ * TT 3 R4-r^ 

Antwort: Um x = -g- • ^3 _ ^3 » 

240. Speziell, wenn R = 3r ist? 

Antwort: x = :t^ r. 

1.0 

241. An einer Halbkugel vom Radius r und dem spezifischen Gewichte s 
^^^ ein Cylinder mit demselben Halbmesser und dem spezifischen Gewichte y 
"^^estigt. Welche Länge x muss der Cylinder haben, damit der Schwerpunkt 
des ganzen Körpers mit dem Kugelmittelpunkte zusammenfällt? 

Antwort: Die Länge x = rl/ 

^ 'ly 

242. Was ergiebt sich f üi- x, wenn die Halbkugel aus Stahl vom spezi- 
^ßchen Gewicht 7,68 und der Cylinder aus Korkholz vom spezifischen Ge- 
richte 0,24 besteht? 

Antwort: x = 4r. 

Greigenmüller, Mechanik. % 
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243. Man löse die beiden letzten Aufgaben für den Fall, dass an der 
Halbkugel statt des Cylinders ein Kegel angebracht sei. 



Resultate: x = rl/ — = r }/^96 = 9, 



798 r. 



§ 48. 

Experimentelle Bestimmung des Sehwerpunlstes. 

Wenn aber die bisher entwickelten Formeln, bezw. Konstruk- 
tionsmethoden nicht mehr ausreichen, so kann die Lage des 
Schwerpunktes für ein gegebenes Gebilde nötigenfalls auch noch 
in der Weise ausfindig gemacht werden, dass man letzteres an 
einem dünnen Faden aufhängt (Fig. 71) und hernach zur Ruhe 
kommen lässt; denn dann ist der Körper im Gleichgewichte und 
folglich muss die Verlängerung ab des geradlinig gespannten 
Fadens durch den Schwerpunkt gehen. 




Fig. 71. 





Fig. 73. 



Ein zweites derartiges Experiment liefert eine zweite Schwer- 
linie cd (Fig. 72) und damit zugleich den Schwerpunkt S als 
Durchschnitt zweier Geraden ab und cd. 

Praktischen Wert hat dies Verfahren insbesondere für lang 
gestreckte Körper und ebene Flächen, welche man auch, anstatt sie 
aufzuhängen, auf einer scharfen Schneide ausbalancieren kann. 

Um beispielsweise die Schwerpunktslage für den Normal- 
querschnitt einer Eisenbahnschiene zu erhalten, schneiden wir den- 
selben aus einem Stück überall gleich starker Pappe heraus und 
schieben dann die erhaltene Figur auf einer vertikal aufwärts 
gerichteten Schneide (Fig. 73) so lange hin und her, bis erstere 
horizontal schwebt. In diesem Momente liegt der Schwerpunkt S 
genau senkrecht über der Schneide ab, und ist, da er zugleich 
der Symmetrieachse angehört, auf diese Weise bestimmt. 



Freilicli ist von den Resultaten dieser Methode kein allzu 
Ihoher Genauigkeitsgrad zu verlangen; doch dürfte letzterer in 
iTielen Fällen der Praxis als genügend betrachtet werden können. 



Achtes Kapitel. 

Die verschiedenen Oleichgewichtszustände und die 
Stabilität der Körper. Die G-uldinsche Regel. 



Die drei möglicheii Gleichgewichtsfälle. 

Wie bereits erläutert wurde, ist das Gewicht jedes Körpers 
eine Kraft, welche im Schwerpunkte angreift und vertikal ab- 
wärts wirkt. Wenn daher ii^end ein Körper nur dem Einfluss 
der Schwerkraft ausgesetzt ist, so bewegt sich sein Schwerpunkt 
in aner geraden Linie nach dem Erdmittelpunkte hin, weshalb 



diese Linie auch die Falllini» 



. Körpers genannt wird. 



PI 






I 



\s^ 



\,<, 



I ij^df 

Fichse auf 



findet dagegen die durch den Schwerpunkt gehende lot- 
\ Gerade, also die Ealllinie, feste Unterstützung, — sei es, 
Körper in einer durch die gedachte gerade Linie gehende 
aufgehängt ist oder aber mit einer senkrecht unter dem 
Schwerpunkte liegenden Stelle auf einer horizontalen Ebene ruht — 
80 äussert sich das Gewicht durch einen Druck auf den Stütz- 
punkt und wird nach dem zweiten Grundgesetz durch einen 
gleich grossen Gegendruck aufgehoben, der Körper befindet 
sich also im Gleichgewichte. 



y 
1 
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Wenn jetzt dieser Körper durch irgend eine seitlich wirkende 
Kraft etwas aus seiner Lage herausgebracht wird, so kann der 
Hchweiimnkt hierdurch entweder höher oder tiefer zu liegen ' 
kommen, oder aber in seiner ursprünglichen Hohe verbleiben, im 
letzteren Falle also entweder seine Lage gar nicht ändern, ( 
sich auf einer horizontalen Linie bewegen. 




Nach Wegfall der das Gleichgewicht störenden Kraft wird 
der Körper im zuerst genannten Falle in seine Anfangslage 2a- 
iUckkeliren (Figuren 74 und 75) und man sagt dann, er war im 
stabilen (Gleichgewichte. Im zweiten Falle sucht sich der Körper 
iiine neue Gleichgewichtslage, und man nennt sein ursprüngliches 
Gleichgewicht ein labiles (Figuren 76 und 771- Im dritten Falle 
ist der Körper in jeder Lage sofort wieder im Gleichgewicht^ 
Ifltateres war und ist ein indifferentes (Figuren 78 und 79), 
Hiernach ist 2. B. im üi- 
•. "«^ 1 differenten Gleichgewicht jede 

^ ^ ^^^^ mf einer horizontalen Ebene 

mhende homogene Kugel, 
ferner jeder mit einer Seiten- 
linie anfliegende homogene 
linder oder anch Kegel, 
I und ii^end ein mit einer Flachp 
I /^?^\\ / «ofhoriTontaler Ebene Sieheoder 

I 11 C©// J / ^^n*" befindet eieli in st>- 

j. jj \V;:r:>' / hüem oder Isbilem GMeb- 

^KJ^f> ^ .^ gewichte, jenachdem der Fnas- 

^^ pnnktdesTomSchweiptmktevif 

die ü a t « attt tomgsfläehe herab- 
t^hawit» LolM iBS«rhalb oder »BfA« PtgimwiRiliii* der letzteren fällt- 
Ponw kus «)■ MCT ariMr S^tw tafaMiMta Sckwert (Fig. 80] not 
tw UbiUn OMrkfr»wfcU» «te, «an«i der m Flgv 81 Tenns^hanUchte, 
M» «)n«w K<trke^ mom- SfctfcMrfW wd «ma M.hi « k< irf ai lu i fc gewnndeoen 
llrahte aax«l«(ticv Ki^p« sUhil*« Ohitligiwkh* tuiUt, aoUld sein Schwer- 
pm»\\ HBt^T der \'«.1ete¥^ fiegt. 





Speziell im Maacliineubau j 
jedes um eine horizontale Achs 
niiiesigeii Gang'eB müglichBt in 



lusB jedes MuBchineDgestell in Btabilem und 
! drehbare Eftd zur Bef ördemng eines gleioh- 
ndifferentem Gleichgewicht eich befinden. 



ijbiuigsbeispiele. 
344. Ein ans einer Halbkugel vom Radius r und aua einem Cylinder 
von gleichem Radius und der Höhe x znsammengeBetzter homogener Körper 
ruht mit dem tiefsten Punkte der Halbkugel auf einer Horizontalebene, sodass 
die Achse des Körpers vertikal gerichtet ist. Bei welchem Werte von x 
heiTseiit afabilea, wann labiles und wann indifferentes Gleichgewicht? 

Antwort: Jenachdem x^ -^ y2 ist 

245. Wie gestalten sich aber die Bedingungen, wenn an der Halbkugel 
statt des Cylinders ein Eegel befestigt ist? 

Antwort: s ^ r l/"3. 

346. An eine bleierne Halbkugel vom Radius r ist ein Cylinder aus 
Korkholz mit demselben Halbmesser konzentrisch angeleimt. Wie lang darf 
der Cylinder nur gemacht werden, damit sieh der Körper ans jeder beliebigen 
Lage senkrecht aufrichte, wenn die spezifischen Gewichte v( 
holK 11,35 und 0,24 sind? 

Antwort: Nicht über 4,863 r. 

247. Die Achse eines schiefen Cylinders vom Halbn] 
Höhe X bildet mit der horizontal aufliegenden Grundfläche 
Wie gross musa i gewählt werden, damit der Cylinder ir 
gewichte ist? 

Antwort: x = 2i-tg«. 

248. Welchen kleinsten Winke! u darf die Achse eines hon 
schiefen Kegels mit der horizontal stehenden Basis einschliessen, 
letzterer noch im Gleichgewichte sich befindet. 

Antwort: Denjenigen, welcher durch die Beziehung tgu^j— ba- 
atimrat ist. 

§ 50. 
Stabilität der Körper. 

Befindet sieh ein fester Körper auf einer (horizontalen oder 
geneigten) Ebene im stabilen Gleichgewichte, und ist ausserdem 
ein Verschieben des ersteren in der Richtung der letzteren dnrch 
irgend ein Hindernis unmöglich gemacht, so kann dieser Körper 
durch eine in nicht vertikaler Richtung wirkende Kraft P (Fig. 
höchstens umgeworfen werden. 

Dieser Bestrebung von P entgegen wirkt aber das Eigen- 
gewicht G des Körpers, welches im Schwerpunkte S angreift 



I 



D Blei und Kork- 



esser r und der 
einen Winke! a. 
I labilen Gleich- 



d 
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Nehmen wir an, dass P, G mit dem Punkte C in einer Ebene 
liegen und bezeichnen C D = a, C B ^ e die beiden Lote, welche 
von C auf die Wirkungslinien von P, bezw. G gefällt werden 
können, so herrscht Gleichgewicht unter der Bedingung, dass 
die Gleichung 

Pa =^ Ge (46) 

stattfindet, und es wird demnach ein Umkippen des Körpers 
eintreten oder nicht, jenachdem 

Pa^Ge, folglich _P g — 

ist. Man erkennt hieraus, dass die Bestrebung, mit welcher der 
Körper vermöge seines Gewichtes einem Umstürzen entgegen- 
wirkt, lediglich abhängt von dem Produkte Ge, das ist von dem 
statischen Momente des Körpergewichtes in Bezug auf die Kipp- 
kante, Da aber das Wider- 
streben eines Körpers gegen 
das Umkanten seine Stabi- 
lität oder Standfähigkeit 
(mitunter auch Standfestigkeit) 
genannt und nach vorstehen- 
dem zweckmässig durch das 
Moment Ge gemessen wird, 
so ist 

*''^-"'- St^Gc 

die Stabilität eines Körpers vom Gewichte G, wenn e 
den Abstand der durch den Schwerpunkt gezogeneu 
Vertikallinie von der Kippkante bezeichnet. Um Irr- 
tümern vorzubeugen, drücke man stets G in Kilogrammen, e in 
Metern aus, wodurch man die Stabilität St in Kilogrammmetem 
erhält. 

So besitzt z. B. ein Kegel, deasen Halbmesser r, dcHsen Hübe h Meter 
und dessen spezifiBches Gewicht ;■ beträgt, das Vulumen 

I = — »■' 3r ft Knbiltraeter ^= — - — r^ .t li Kubikdezimeter, 
folglich das Gewicht 




L 



1 anf horizontaler Ebene die Stabilität St = 



leter, »Ä 
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Eine Kraft F, welche in der Spitze senkreclit zur Höbe des Kegels 
virkt, bat den Hebelsarm b, demnach das Homeot P b and ist also imatande, 
die Stabilitfit des Kegels anfznbeben, wenn 
-PA> St 

oder 



Vax r ^ 0,1 m nnd y '^ 7,5 erhält die rechte Seite vorstehender Ungleichiing 
den Wert 7,854. Wenn folglich P etwas giässer als 7,854 kg ist, so wird 
der Kegel nrngeworfen, wie hoch er auch sei. 

Ferner habe eine Maner von der Länge 1 nnd dem spezifischen Gewichte y 
einen trapezförmigen Qnerschnitt mit den patallelen Seiten AB^a, CD^b 
und der Höbe BC = b (Fig. 83), sämtliche 
Dimensionen in Metern verstanden. Dann ist 
znnächst der ränmiiche Inhalt dieser Maaer 

V = ^-^- h I Kubikmeter 
= 500 (a + b) b I Kubikdezimeter, 
nnd ihr Gewicht 

G = 500 (a + bj h l y Kilogramm. 
Andererseite hat man nach dem Besultate 
der Aufgabe 224 

^^- 3(a + ö} 
und weil ofiTenbar 



- Meter, 



ist, 80 ergebt sich leicht 

die Standfähigkeit der 

die Stabilität derselbei 

Wäre beispielsweise a 

würden wii 



- KE^- 




:i (n + ft> 

1 b -[- ft'J ft l y Kilogrammmetet, 



Mauer gegen d 
i-ia^^tab- 

Mauer gegen ■ 
= 0,8, b = 0,5, 



as Kanten um B, sowie 
- Ä'_> h 1 y Kilogramm meter, 



= 2, 1 = 6 und / = 



St = 6192 und St' = 8784kgm 
erhalten. 

Zum Schlüsse sei noch erwähnt, dass von dem Torstehend 
definierten Begriffe wohl zu unterscheiden ist die sogenannte 
dynamische oder Arbeitsstabilität, worunter man die zum 
Umstürzen eines Körpers erforderliche mechanische Arbeit zu ver- 
stehen hat Wird nämlich ein Körper um die Kante C (Fig. 84) 
so weit gedreht, bis sein Schwerpunkt lotrecht über der Dreh- 
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achse liegt, so bedarf es hierzu einer Arbeit, welche dem Produkte 

aus dem Gewichte 6 des Körpers in die Hubhöhe D S' = s 

seines Schwerpunktes gleich ist; man hat daher zunächst die 

Arbeitsstabilität 

A = Gs 

zu setzen. Bezeichnen aber E S = d den Abstand des Schwer- 
punktes von der Standebene und E C = e, wie früher, die Ent- 
fernung der durch S gehenden Vertikalen von der Kippkante, 

so erkennt man leicht aus der Figur 
die Eichtigkeit der Beziehungen 

CS' = CS = ]/'dH^CD=ES = d 

P, und 

DS' = CS' — CD, 

mithin auch die Giltigkeit der Formel 

8 = yd^~^^ — d. 
Hierdurch erhalten wir die Arbeits- 
stabilität 

A = G(Vd^~-fe^ — dj, (47) 

worin wieder G in Kilogrammen, d und e in Metern auszu- 
drücken sind. 

Beispielsweise ist für ein rechtwinkliges Parallelepipedon aus Granit 
mit dem spezifischen Gewichte y = 2,5, dessen Basis ein Quadrat von der 
Seite a = 0,72 m = 7,2 dm und dessen Höhe h = 1,54 ra = 15,4 dm sind, 
zunächst das Gewicht 

O = a^hy = (7,2)2 • 15,4 • 2,5 = imhy,S4 h(j. 
Weiter ist in diesem Falle 

h 




(l=.-^ = 0,77 m und e = ^y = 0.36 m, 



tn 



mithin 

und folglich 

A = 1U95,84 OMS = T/t 9.0072 mkg, 

die dynamische Stabilität des Parallelepipedons, welches mit seiner quadra- 
tischen Basis auf horizontaler Ebene steht. 

Wenn dagegen das erstere mit einer rechteckigen Seitenfläche auf- 
liegt, so haben wir 

€l = ^= 0.30 tu und r = -^ = 0.77 m, 

demnach 

YiP -f e2 — il = 0,85 — 0,36 = OAU m. 

und es ergiebt sich hier die Arbeitsstabilität 

A' = 19n:i.S4 0.4fP = Ur 7.9010 mhg. 
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Übunsabelapiele. 

249. Mftn bestimme die statische und die dynamische Stabilität einer 
rertikalen Haner, welche b Met«r breit, b Meter hoch, I Meter lang ist und 
ä»s spezifische Gewicht y besitzt. 

Besnltate: Die erstere ist 8t=500b'hl/ und die letztere 
A = 500 b h 1 j- ( )Ab="4rhi~li") Meterkilogramm. 

350. Eine abgestumpfte regelmässige Pyramide hat zu EndBüchen zwei 
Quadrate von 2 und 1 dem Seite, 2,8 m Hübe, das spezifische Gewicht 3 und 
raht mit der grösseren Grundfläche anf horizontaler Ebene. Welches sind 
die beiden Stabilitäten gegen das Drehen um eine Basiskante? 

Antwort: St = 19,6 und Ä = 0,79 mkg. 

251. Welches ist die Standfestigkeit einer trepp enförmigen Maner, deren 

Querschnitt dnrch BC = CD = DE = EF='FG=GH = adcm (Fig. 85) 

bestimmt ist, pro laufenden Meter und in Beziehnng anf die Drehkant» A, 

wenn das spezifische Gewicht des Materiales allgemein mit y bezeichnet wird? 

Antwort; 7 a* j- Kilogram mmeter. 

252. Was ergiebt sich aber >'|^ 
für die statische Stabilität per 
laufenden Meter derselben Mauer 
in Bezug auf die Rippkante B? 

Antwort: 11 a' y Kilo- 
grarammeter. 

253. Ein beladener Wagen, 
dessen Vorder- nnd Hinterräder 
eine Spurweite von 1,2 ra haben, 

in Schwerpunkt liegt in der Symmetric- 
I Boden. Wie gross ist seine , 




ni^.f*'- 




wiegt 2 Tonnen, nnd 

ebene 1,5 m hoch über 

Standfähigkeit gegen das seitliche Umwerfen anf horizontaler 



Antwort: 1200 kg, ; 

254. Man berechne die Standfestigkeit eines h = 24 m pig. gg. 

hohen Schorasteines von kreisförmigem Querschnitt (Fig. 86), 
wenn an seinen beiden Enden die äusseren Durchmesser D = l,8ra, 3)=lm, 
die inneren d "= 1 m, i = 0,6 m betragen und ein Kubikmeter Mauerwerk 
n = 1600 kg T 



lenltat 



St= I 



D^+Dd+d*— (3)=4-Sb+ti') ■ 



24 



255. Welche horizontal gerichtete Kraft milsste also s 
des Schornsteines wirksam sein, um letztere umznweifen? 
Antwort: Eme Kraft von 1602,25 kg. 



- =30454 kgra. 
oberen Ende 
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§51. 

} Beurteilung der Stabilität eines Eöriiers ans seinem ^ 

Gewichte und der L»ge seines Schwerpunktes. 

Aus Formel 46 folgt, dass die zum Umwerfen eines tun einS 
Kante C drehbaren Kfirpers vom Gewichte G erforderliche Kraft 
etwas grösser als 

sein muss, wenn e und a die beiden Hebelsarme von G und P 
in Bezug auf jene Drehkante darstellen. 

Nehmen wir nun speziellerweise an, dass die Kraft P in 
horizontaler Richtung durch den Schwerpunkt geht, so ist a = d 
die Höhe des Schwerpunktes über der Kippkante und wir erkennen 
aus der Beziehung 

--'^ 

ohne weiteres, dass die umwerfende Kraft P um so bedeutender 
sein muss, je grösser G und e, je kleiner dagegen d ist, dass 
also ein Körper um so fester steht, je schwerer er ist, 
je weiter seine Falllinie (das durch den Schwerpunkt gehende 
Lot) von der Kippkante absteht und je tiefer sein Schwer- 
punkt liegt. 

Dieser wichtige Satz lässt sich aber auch — und zwar ohne 
jede spezielle Annahme — aus der Formel 47 entwickeln, wenn 
man bedenkt, dass ein Körper offenbar um so fester steht, je 
mehr es mechanischer Arbeit bedarf, ihn umzuwerfen. Diese 
mechanische Ai'beit 

A = G (Yfl^ + e' — tf) 
wächst zunächst, wie unmittelbar ersichtlich, zugleich mit G und e; 
multiplizieren und dividieren wir aber die rechte Seite der letzten 
Gleichung mit 

/rf2 + pä + rf. 

SO ergiebt sich 

.4, ^ "<■' 

|A,/5 + ,'S _i_ ,J 

imd hieraus geht hervor, dass mit zunehmenden d der Nenner 
vorstehenden Bruches wächst, während der Zähler ungeändert bleibt, 



folglich der Wert des ganzen Bruches, das ist die mecliaiiische 
Arbeit Ä, abnimmt. ^^M 

Gnldins Regel zur Bestimmung von Kotationsflächen. 

Eine weitere interessante und zugleich nützliche Anwendung 
der Lehre vom Schwerpunkte enthält die sogenannte Guldinsche 
Regel, welche sich am kürzesten folgendermassen entwickeln lässt. 

Es sei L M in Figur 87 eine gegebene Kurve von der Länge 1, 
welche sich um die feste Achse XX' derartig bewegt, dass jeder 
ihrer Punkte Ton X X' gleichen Abstand behält. Auf diese Weise 
erzeugt die Linie L M eine krumme Fläche, welche Umdrehungs- 
oder Rotationsfläche genannt wird und 
deren Inhalt zu ermitteln unsere 
nächste Aufgabe sein soll. 

Zu diesem Zwecke fällen wir von 
den Endpunkten L, M der Erzeugungs- 
kurve auf die Rotationsachse X X' die 
Lote LQ'. MQ. teilen dann Q'Q in 
eine beliebige Anzahl, etwa n gleiche 
Teile und denken uns endlich durch 
jeden Teilpunkt eine Ebene rechtwinklig 
zu XX' gelegt. Hierdurch zerfällt die 
ganze Umdrehungsfläche in n zonm- 
fotige Streifen, welche um so eher als 
Kegelstumptinäntel betrachtet werden 
dürfen, je grösser man sieh die Zahl n !»; B 

vorstellt, absolut genau bei unendlich Fig. »7. ^M 

gedachtem n, ^ 

Greifen wir nun einen solchen Kegelstumpf an beliebiger 
Stelle heraus und setzen seine Radien Bl = R, DE ^ r, seine 
Seitenlinie B D = e, so beträgt seine Mantelfläche 

f = (R + r) e ;i, 
oder, wenn wir das vom Mittelpunkte A der Seitenlinie BD 
auf X X' gefällte Lot A C = p einfühi-en, indem wir 
R + r 




I 
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R 4- r = 2 (> 
setzen, 

f = 2 () e :7r. 

Bezeichnen wir jetzt die Seitenlinien der n Kegelstumpfmäntel, 
aus welchen die gesamte Umdrehungsfläche zusammengesetzt ist, 
mit ei, Ca, es, • • •, en und die mittleren Abstände der letzteren 
yon XX' mit q^, q^, Qb, - - •, Qn, so erhalten wir auf Grund der 
vorstehenden Formel die Flächeninhalte aller n Kegelstumpfmäntel 

fi = 2 ej ()i :;r, fa = 2 e« (>2 :^, fg = 2 es ()8 :^, , fn = 2 Cn (>n ^ 

und mithin ist 

= f 1 + f2 + fs H h fn = -S (f ) 

= 2 :^ (ej ()i + 62 ()2 + es (>8 + • • • + en (>n) = 2 5t ^ (e ()). 

In 

^1 (>i + 62 (>2 + es ()s + • • • + en (>n = -S (e q) 

erkennen wir aber die Summe der auf X X' bezogenen Momente 
aller Teile, aus welchen die Erzeugende LM mit der Länge 1 
besteht; es gilt daher, wenn wir den Schwerpunkt der letzteren 
durch S und das von S auf X X' gefällte Lot S N durch x be- 
zeichnen, die Momentengleichung 

i; (e ()) = 1 X 
und folglich auch 

O = 2ütlQC = l ' 27tx, ' . • . (48) 

oder in Worten: I)e^* Inhalt einer Rotationsfläche ist 
gleich dem Produkte ans der Hr zeug enden und 
detn vom Schwerpunkte der letzteren zurückgelegten 
Wege. 

An der Hand dieses Satzes können wir jede Rotationsfläche 
bestimmen, sobald die Länge der Erzeugenden und der Abstand 
ihres Schwerpunktes von der Umdrehungsachse bekannt ist. 

Zum Beispiel bekommen wir die Oberfläche einer 
Kugel vom Halbmesser r (Fig. 88), wenn wir in No. 48 für 
1 den halben Umfang des Erzeuguugskreises, also r jc und aus 
Formel 34 den Schwerpunktsabstand C S = 

2r 

.r = 

setzen, nämlich 

2r 
O = Y üt • 2 n • — = 4 r- n. 

Fig. 88. n 




GnldinB Be^l znr Bestimmung ron Botationskorpem. 

Der im vorigen Paragiaphen abgeleitete Lehrsatz bildet 
jedoch nur den ersten Teil der Giildinschen Kegel; der zweite 
Teil lautet: 

jyaii Volumen eines Utndrehungskörpers wirti 
erhalten, indem man den. Inhalt def Erseuyunt/s- 
fldche mit dem Wege ihres Schwerpunktes multipfi- 
ssiert und ist das Ergebnis der nachstehenden Erwägangen. 

Durch das im vorigen Paragraphen erwähnte System von 
n Parallelebenen zerfällt das Volumen V des vom Flächenstück 
L M Q Q' in Figur 87 nach einer vollen Umdrehung erzeugten 
Rotationskörpers in scheibenförmige Stücke, welche bei sehi- 

O'O 
grossem n als Cjlinder mit der gemeinschaftlichen Höhe I E = -^^-^ 

= h betrachtet werden dürfen. Die Radien dieser Cylinder sind 
Pii Pki Pbj ■ ■ 'i Pn, mithin die Volumina 

Vj = Pi*»h, Va = e2^=«h, Va ^ pa" Jf h, , Vn = pn^ Jth 

und folglich einlebt sich das Gesamtvolumen des Botationskörpers 

V = Vi -f Vs + Vs H h v„ = X(v) 

= X (pi" h + pä" h + p3^ h + ■ ■ ■ + pa^ h), 
oder, wenn man den ersten Faktor dieses Produktes mit 2 multi- 
pliziert und dafür den zweiten durch 2 dividiert, 



.(. 



Pi 



Pa 



P.h.^ + P3h.f + 



9» 



■+.^'i) 



2 ' '^^ 2 ' "^ 2 
Jetzt erseheint uns der vorstehende Xkmmerausdruck als 
die Summe der statischen Momente aller rechteckigen Flächen- 
streifen 

f, ^ Pl h, fa = Pi h, fg = Pa h, ! fn = Pn h, 

aus welchen das Flächenstück L M Q Q' besteht und zwar in 
Bezug auf die Umdrehungsachse X X'. Bezeichnet daher F den 
Inhalt jenes Flächenstückes und 

NS' = x' 
die Entfernung eines Schwerpunktes S' von XX', so ist nach. 
dem Momentensatze der genannte Klammerausdruck gleich 



'i^iy- 



j 
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und es ergiebt sich 

V=2jt'Fx' = I''2:tx', . . . (49) 
womit die Richtigkeit des obigen Satzes erwiesen ist. 

Wir wählen als einfaches Beispiel die Voluraenberechnung einer Kugel 
mit dem beliebigen Halbmesser C A = C B = r (Fig. 88). Hier ist 



F = 



2 



und nach Formel 39 der Schwerpunktsabstand C S' = 

ÜO' = 9 



3jc 



mithin laut Formel 49 der Kugelinhalt 



Y^jt^ 4 r 4 „ 



§ 54. 
Oberfläche und Kubikinhalt eines Ringes, mit kreis-^ bezw. 

halbkreisförmigen Querschnitt. 

Etwas weitergehend und dabei von praktischer Wichtigkeit ist 
die Berechnung von der Oberfläche und dem Volumen derjenigen 
Körper, welche durch Rotation eines ganzen oder eines halben 
Kreises um eine feste Achse entstehen. 





Fig. 90. 

Erstens. Stellen BS = r (Fig. 89) den Halbmesser des Kreises und 
S N = K den Abstand seines Mittel- und zugleich Schwerpunktes von der 
Drehachse dar, so haben wir in diesem Falle 

l = 2 rjtf F = r'^ n und x = ip' = jB, 
folglich nach No. 48 

O =- 2 r n ' 2 7t B = 4 Rr üt'^9 
die Oberfläche und auf Gnind von No. 49 

V=r^üt ' 2 jf It= 2Itr''üt% 
das Volumen des Kinges mit kreisförmigem Querschnitt. 

Zweitens. Ist die Erzeugende ein Halbkreis, dessen Durchmesser A D 
parallel zur Drehachse XX' (Fig. 90), so findet sich die äussere Umfläche U, 
wenn wir in der 48. Beziehung 
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l = r3t xaid X = .VC+ CS = R + -— 
setzen, nämlich 

Die innere Fläche ist ein Cylindermantel M und ergiebt sich aus 
No. 48 für / = ;^ r und a? = CN= B^ also 

M= 2r • 2xn=4 Rrjt 

und folglich erhalten wir die Gesamtfläche 

0= U+M=2rjt(Bjr + 2r + 2BJ. 

Dagegen entsteht das Volumen durch Einsetzung von 
1^=!^ und x' = NC+ CS' = JJ + ^^' 



2 ' ' 3x 

in Formel 49, nämlich 



F = 



Zugleich führt uns die Lösung der vorstehenden Aufgaben 
den hohen geometrischen Wert der Guldinschen Regel vor 
Augen; denn die auf so leichte Art erlangten Resultate können 
auf elementarem Wege (durch die Stereometrie) gar nicht und 
mit Hilfe der höheren Mathematik nur auf viel umständlichere 
Weise gewonnen werden. 

Übniigsbeispiele. 

256. Man bestimme Oberfläche und Volumen eines Binges mit kreis- 
förmigem Querschnitt, für welchen R = 1 dm und r == 0,5 dm gegeben sind. 

Resultate: = 19,739 qdm = - 1974 qcm und V= 4,934 cbdm 
= 4934 cbcm. 

257. Mit Hilfe der Guldinschen Regel die bekannten Formeln für die 
Oberfläche und den Kubikinhalt von Voll- und Höh Icy lind er, Kegel und 
Kegelstumpf zu entwickeln. 

258. Der Mittelpunkt eines Quadrates mit der Seite a ist von der 
Rotationsachse um d entfernt. Oberfläche und Volumen des entstehenden 
Körpers anzugeben. 

Resultate : = 8 a d :7r und V = 2 a^ d :;r. 

259. Die Erzeugungsfläche sei ein gleichseitiges Dreieck, von 
welchem eine Seite a im Abstände d pai*allel zur Rotationsachse läuft;. 
Welches ist das Volumen des betreffenden Köi-pers, wenn die a gegenüber- 
liegende Dreiecksspitze erstens von der Drehachse ab- und zweitens der 
Drehachse zugewendet liegt? 

Antwort: V^ = ^-^ (2 d )/"3 + a), Vj = ^^ (2 d "[/"S — a). 



■m 

260. Welche Fläche erzeugt die in Figur 91 darsoBteilte, 
halben EreiBnmfängen zuBammengesetzte Linie bei Botation um > 
AB^-DE = d, MD = Bnnd CA=-t gegeben sind? 

Antwort: — (E + r) ■ (;c d -f 2 R — 2r). 

261. Man berechne diese Fläche für 
die Hpeziellen Zablenwerte E = 1,5 m, 
r = 0,5 m und d = 1 m. 

Eesultat: = 10,2832 qni. 

262. In Figur 92 ist der Normal- 
querschnitt eines Sebwungradkranzes 
7.ur Anschaunng gebracht, XX' ist die 
Drehachse, die eingeschriebenen Haas- 
zahlen bedeuten Millimeter. Man soll mit 





Hilfe der Guldinschen Eegel das Voliiinen dieses Körpers berechi 
Kubikdecimetern angeben. 

Resultate: Man findet die Querschnittstiache F = 
^ 3,6127 qdro, den Schwerpnnkfflabstand der letzteren OS^ 
-= 11,10875 dm und mitbin daa Volumen V = 252,16 cbdm. 

263. Wie viel wiid dieser Ring wiegen, wenn er aus 
dem spezifischen Gewicht 7,5 angefertigt werden soll? 

Antwort: 1891,2 kg, also beinahe 19 Metereentner. 

Neuntes Kapitel. 

Von den einfachen Maschinen. 



36127 qmra 
1110,875 mm 



Gussei Ben mit 



I 



[ 



Definitionen. 

Schon in § 17 wurde der Begriff „Maschine" festzustellen 
versucht, jedoch mehr im Hiahlick auf ihren technischen Zweck. 
Rein sachlich könnte man jede Maschine auch bezeichnen als 
eine Verbindung yon festen, beweglichen und unbeweglichen 



Körpern, an welclieu sich zwei oder mehr Kräfte durch Ah- 
ändening ihrer AngriÖspuukte, ihrer Richtung und Stärke das 
Gleichgewicht zn halten imstande sind. So ist z. B. ein gewöhn- 
licher Flaschenzag als Maschine zu betrachten, weil an ihm die 
Muskelkraft und das Gewicht eines Arbeiters, welche am freien 
Seilende wirken, einer verhältnismässig grossen, an der unteren 
Flasche hängenden Last das Gleichgewicht zu halten vermögen. 
Jede Maschine heisst nun einfach, wenn in ihr lediglich 
ein beweglicher Körper vorkommt, oder, was auf dasselbe hinaus 
läuft, wenn in ihr kein Bestandteil selbst wieder Maschine ist 
Gewöhnlich zählt man zu den einfachen Maschinen den Hebel, 
die Kolle, das Rad an der Welle, die schiefe Ebene, 
den Keil und die Schraube. Als Grundlagen können aber 
ausschliesslich der Hebel und die schiefe Ebene gelten ; denn die 
RoUe und das Wellrad sind nur besondere Formen des Hebels 
und der Keil, sowie die Schraube lassen sich leicht auf die 
schiefe Ebene zurückführen. 

§ 56. 
Der Hebel. 

Es ist dies ein starrer und um eine feste Achse drehbarer 
Körper, an welchem zwei oder mein- Kräfte wirken. 

Der kürzeste Abstand zwischen Drehachse und der Wirkungs- 
linie einer solchen Kraft heisst wieder der Hebelsarm und das 
Produkt aus jeder Ki-aft und ih^em Hebelsarm das statische 
Moment der Kraft. 

Dann halten sich nach den in den Paragraphen 35, 36 und 40 
entwickelten Sätzen beliebig viele an einem Hebel wirk- 
samen Kräfte das Gleichgewicht, wenn die algebraische 
Summe ihrer auf die Drehachse bezogenen statischen 
Momente gleich Null ist. 

Allerdings wurde hierbei stillschweigend vorausgesetzt, dass 
jede Kraft in einer zar Hebelachse lotrechten Ebene 
wii'kt; allein sollte dies ausnahmsweise einmal nicht der Fall 
sein, so braucht man nur die betreffende Kraft in zwei Kompo- 
nenten zu zerlegen, von welchen die eine parallel, die andere 
rechtwinklig zur Drehachse läuft; denn die erstere sucht 
den Hebel in der Achsenriehtung zu verschieben und wird 



Zapfenlageiii aufgeuommen . kommt also liier nicht 
weiter in Betracht. Dagegen hat die andere Komponente ledig- 
lich eine Drehbestrebung und ist daher an die Stelle der 
ursprünglichen Kraft in die obige Gleiehgewichtsbedingung einzu- 
führen. Jedoch tritt dieser Fall in der Praxis nur äusserst selten 
auf, und wir dürfen deshalb in den folgenden Aufgaben und Bei- 
spielen annehmen, dass sämtliche Kräfte rechtwinklig zur Dreh- 
achse des Hebels geneigt sind. 

Was femer den auf die Drehachse, bezw. auf die Zapfen- 
lager ausgeübten Druck anbelangt, so ist derselbe identisch mit 
der Eesultierenden E sämtlicher am Hebel wirksamen Kräfte, 
daher, falls letztere parallel gerichtet sind, nach g 39 gleich 
der algebraischen Summe derselben. 



'r*T ir 



if 



I 



IHg. 94. 



L 



Für nicht parallele Kräfte beschränken wii' uns auf den 
einfachsten, aber am häufigsten vorkommenden Fall, dass nur 
zwei Kräfte P und Q vorhanden sind. Bezeichnen wir dann jenen 
"Winkel, welchen die Verlängerungen von P und Q einschliessen, 
mit K, so bildet die Resultante R mit P und Q ein Dreieck, in 
welchem der E gegenüber liegende Winkel 180" — a beträgt; folg- 
lieh ergiebt sich mit Beachtung der Formel cos (180" — «) ^^ — cos « 
der Zapfendruek 

li -= VJ*^ -f Q"- + 2I>Qrosa, (.tO) 

wobei das Eigengewicht des Hebelkörpers unbeachtet geblieben ist. 

Schliesslich sei noch erwähnt, dass man die Hebel einteilen kann : 

1. in mathematische und physische, Jenachdem man vom 
Eigengewichte des Hebelkörpers absieht oder dasselbe be- 
rücksichtigt, 

2. in geradlinige (Figuren 93 b^ 95) und Winkelhebel 
(Fig. 96), jenachdem die Kräfte parallel sind oder nicht, 
jenachdem also die Hebelsarme eine gerade Linie oder 
Winkel bilden und. wenn nur zwei Kräfte wirken, 
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3. in einarmige (Figuren 94 und 95) und zweiarmige Hebel 1 
(Figiii-en 93 und 96), jenachdem der Drehpunkt ausserhalb I 
oder innerhalb der beiden Punkte liegt, in welchen die | 
Kräfte den Hebel angreifen. 

Der Hebel kommt in den mannigfaltigsten Foimen zur An- 
wendung, z. B. als Hebebamn, Wage, Scheere, Bohrer, Pumpen- 
schwengel (zweiarmig), femer als Schubkairen, Schraubenzieher, 
Karbel, Sicherheitsventil (einarmig), Drücker am Schloss etc. etc. , 




Übnng^beiBpiele. 



3 physischer zweiamtiget Hebel 



264. Unter welcher Bedingimg wirkt « 
geuaa bo wie ein mathematischer? 

Antwort: Wenn der Schwerpunkt dea Hebelkörpers in der Dreh- 
achse liegi. 

265. An den Endpunkten Ä lind B eines gewichtslosen Stabes (Fig. 93} 
Ton der Länge a wirken die beiden Lasten P und Q. In welcher Entfernung 
von A mu88 sich der Stützpunkt C befinden, damit Gleichgewicht stattfindet? 

Antwort: In der Entferaimg AC = p^-. 

266. Eine homogene prismatische Stange CA (Fig. 94) von der Länge a 
iiad dem Gewichte G ist um C drehbar und im Abstände CB := b durch Q 
belastet. Man bestiinuie die in A vei'tikal aufwärts wirkende und zur Her- 
stellung des Gleichgewichtszustandes niitige Kraft P, sowie den im Punkte C 
herrschenden Druck D. 



Resultate: P = 



-Q + 



- und D 



Q + G^ 
Metall von 12 kg Gewicht und prie- | 



267. Die Länge eines R^ 
inatischer Form sei 3 m, sein Stützpunkt von dem mit 80 kg helasteten 
Ende 0,6 m entfernt. Weiches Ge^^^cht am anderen Ende bringt den Hebel 
ins Gleichgewicht? 

Antwort: 16,5 kg. 

268. Man will einen hartgebrannten Ziegelstein auf seinen Widerstand 
gegen das Zerdrücken untersuchen und stellt ihn 7.u diesem Behüte derartig- 
unter einen 3 m langen einarmigen Hebel, dass die obere 20 cm lange und 
5 cm breite Ziegelfiäche vom Hebelkörper vollständig überdeckt und ihre 
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^59-h* 



.«090. 



._^ 



Mittellinie von der Drehachse nm 10 cm entfernt ist, während man das freie 
Hebelende vermittelst einer Wagschale so lange belastet, bis der Brach des 
Ziegels erfolgt Wenn nun der letztere bei 270 kg Belastung zerdrückt wird, 
welchen Druck pro qcm kann dann ein Ziegelstein derselben Qualität in der 
äossersten Grenze vertragen? 

Antwort: Eben Druck von 81 kg. 

269. Der Kolben einer Druckpumpe (Fig. 97) wird vermittelst eines 
Schwengels durch die ELraffc P » 16 kg in Bewegung gesetzt Wie viel Druck 
kommt auf den qcm der kreisförmigen Kolbenfläche von 8 cm Durchmesser, 

wenn die Hebelsarme von Kraft und 
Kolbenstange 1 m und 15 cm betragen? 
Antwort: 2,122 kg. 
270. Die beiden Arme eines Hebel- 
ventiles (Fig. 98) sind 13, resp. 64 cm 
lang, und die dem Dampfdruck ausge- 
setzte Fläche des Yentiles hat 21 qcm 
Inhalt. Mit wie viel kg moss nun das 
äussere Ende des Hebels belastet werden, 
wenn sich das Ventil bei 5 Atmosphären 
Überdruck öffiien soll und das Eigen- 
gewicht des Apparates vernachlässigt 
wird? 

Antwort: Mit 21,33 kg. 
271. Welches Gewicht dürfte aber bloss angehängt werden, wenn man 
die Eigengewichte der prismatisch geformten Hebelstange und des Yentiles, 
welche 6, resp. 2,5 kg betragen, in Kücksicht zieht? 
, • , Antwort: 17,82 kg. 




Fig. 97. 



idö- 




272. Auf wie viel Atmosphären 
könnte der Dampfdruck bei der ersten 
Belastung von 21,33 kg thatsächlich 
steigen, ehe das Ventil sich öffiien 
würde? 

Antwort: Auf 5,82 Atmosphären 
Überdruck. 

273. An einem um den Zapfen C drehbaren Winkelhebel hängt eine 
Last Q mit dem Hebelarme C B = b und soll im Gleichgewicht erhalten 
werden von einer am Arme C A = a horizontal wirkenden Kraft P. Es 
soll P und der Zapfendruck z in bestimmt werden, wenn die Wirkungs- 
linie vom Eigengewichte G des Hebelkörpers einen senkrechten Abstand 
CD = c von C besitzt. 



Fig. 98. 



Qb+Gc 



a 



und der Zapfen- 



Resultate: Es ergiebt sich die Kraft P = 

druck z = y pa -I- (Q + 0)27 

274. Man löse die letzte Aufgabe für die besonderen Zahlenwerte 
Q = 650, G = 150 kg, b = 0,4, a = 0,6 und c = 0,1 m. 



EeBultiite: P = 458i/, kg, 7. -=922kg. 

275. Deagleiclien, wenn Q=225, = 50, b=9, 3 

Eesnltate: P = 215 und % = 349 kg. 

§ 57. 
Die Bolle. 

Man verstellt hierunter eine kreisrunde und um ihren Mittel- 
punkt drehbare Scheibe, \ielchf am Rande mit einer Aushöhlung 
versehen ist (Fig. 99); letztere dient zur Aufnahme eines Seiles, 
an dessen Enden Kraft und Last wirken Es sind zwei Fälle 
zu unterscheiden: 





a. Ist der Mittelpunkt der Rolle unbeweglich, so wird die- 
selbe eine feste genannt, und es herrscht Gleichgewicht, 
wenn die Last BK = Q (Fig. ICK)), welche an dem einen Seil- 
ende angreift, gleich der Kraft A . J = P ist, welche am anderen 
Seilende wirkt, wenn also die Gleichung 

J'=<i 
besteht; denn die feste Rolle ist ein Hebel mit den gleichen 
Armen MA ^ MB = r. 

Verlegen wir Kraft und Last an den Schnittpunkt C ihrer 
Wirkungslinien,machenwiralsoCE = CF = AJ = BK = P 
80 stellt die Diagonale 

CD = R 
des Rhombus CEDF den Druck dar, welcher in M statt- 
findet. Bezeichnet « den Winkel BGA, welchen die nach rück- 
wärts verlängerten Seilenden einschliessen, so haben wir 



per 

\ 

1 



oder, weil CE = 



CH = CEcos — 
P und CD = 2CH, 

R = 2 P ros ^■ 



Für den Fall, dass die Seilenden parallel sind, ist 
a = nnd folglich 

b. Wenn das eine Seilende befestigt und die Last Q im 
Mittelpunkte der Rolle angehängt ist (Fig. 101), in welchem 
Falle die Rolle eine lose heisst, so erhalten wir die Gleich- 
gewichtsbedingung, indem wir in 51 für 
den Druck R die Last Q substituieren; 
* nämlich 




Q = ■ 



I* <-os — . 



(Ö'J) 



Man bemerkt, dass man mit derselben 
Kraft einer um so grösseren Last das 
Gleichgewicht halten kann, je kleiner der 
Winkel a ist, welchen die Seilenden bilden. 
Der grösste Wert für Q tritt ein, wenn 
ß = ist, somit die Seilenden parallel 
sind; dann ist 

Q=2I' oder P = -^■ 



Selbstverständlich ist aber bei der losen Rolle das Eigengewicht 
der letzteren in der Last Q einbegriffen. 

"Übrigens kann man auch in 52 statt des Winkels a den 
Radius M A = r der Rolle und die Sehne A B = s des vom Seile 
umspannten Bogens einführet. Weil nämlich in Figur 100 die 
Winkel ALM und MAC Rechte sind, so ist Winkel 



MAL — MCA = 



imd folglich 



« LA s 
Mit Einsetzung dieses Wertes in 52 erhält man aber 



1 



= 2P 



2r " 



oder in Form einer Proportion 

7> : Q = r : «. 

in Worten: Eine lose Rolle befindet sich im Gleich- 
gewichtszustande, wenn die Kraft zur Last (einschliess- 
lich des Rollengewichtes) wie der Halb'messer der Rolle zur 
Umspannungssehne sich verhält. 

ÜbnD^beisptele. 

276. Man bestimme den Druck ant den Zapfen einer festen Rolle, weonV 
die Last 50 kg beträgt, die beiden Seilenden einen Winkel von 20, 30, 40,.r 
60, 60, 70, 80, 90, 100, 120, 150, 170, IBO» eiDschliessen und das Eigen-j 
gewicht der ßolle nnberückaichtigt bleibt. 

Resultate: 96,5 kg, 96,6 kg, 94 kg, 90,6 kg, 86,6 kg, 81,9 kg, 76,6 kg, | 
70,7 kg, 64,3 ^S, ^ ^g. 25,9 kg, 8,7 kg und kg. 

277. Welcben Winkel mUseen die beiden Seilenden einsohliesBen, wenn 1 
der Zapfendruck (ohne Rücksicht auf daa Gewicht der Rolle) die Hälfte der I 
Last betragen soll? 

Antwort: 151° 2' 42". 

278. Wie gross stellt sich aber der Zapfendruek unter Rücksichtnahme J 
auf das Eigengewicht G der Rolle heraus, sobald die Kraft P und die Last QW 
gleiche Winkel mit dem Horizont bilden, nämlich 1. 90", 2. 60", 3. 45',, 



4, ; 



I. 0". 



= 2Q + G, B.J = QlAa + G, R3 = Ql/2 + G,| 



Resultate: B, = 
Rj = Q + G «nd Rs = 

279. Mittels einer losen Rolle von 10 kg Gewicht sollen 190 kg bd 1 
purallel gerichteten Seilenden gehoben werden. Welche Kraft ist hierzu nötig, T 
wenn die Bewegungs widerstände ein Zehntel der Last ausmachen? 

Antwort: Eine Kraft von 110 kg. 

280. Der wievielte Teil vom Umfange einer beweglichen Rolle mosaj 
durch das Sei! beillhrt werden, damit die Kraft genau gleich der zu hehendeaj 
Last ist? 

Antwort: Der seehste Teil. 



§ 58. 
Das Knd an der Welle. 

Zui' Erzielußg einer ununterbrochen fortdauernden 1 
Hebelwirkung bedient man sich des Wellrades. Es besteht j 
dies in seiner einfachsten Gestalt aus einem um seine Achse J 
drehbaren Cylinder, auf welchem ein Rad mit gleicher Drehachse I 
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befestigt ist. Um deu Oylinder ist ein Seil odei' eine Kette ge- 
schlungen, an welcher die Last B D = Q (Fig. 102) hängt, und 
letztere wird im Gleichgewicht erlialten durch eine tangential 
an der Peripherie des Rades wirkende Kraft A C ^ P, 

Das Wellrad ist nnu offenbar ein Hebel mit der Dreh- 
achse M; der Radius der Welle, MB = r, ist der Hebelarm der 
Last Q, und der Halbmesser des Rades, M A = R, ist der Arm 
der Kraft P; es besteht daher Gleichgewicht unter der 
Bedingung 

I>It = Qr. (.Vi) 

wenn also das Produkt aus Last und Wellradius gleich 
dem Produkte aus Kraft und Radhalbmesser ist,*) 





Diese einfache Maschine tritt unter versciii.'iti'ucii l''oimeii 
auf: sie heisst Haspel, wenn die Welle horizontal (Fig. 103). 
und Winde oder Göpel, wenn die Welle vertikal (Fig. 104) 
steht; hat bei dem Haspel das Rad eine Auskehlung zur Auf- 
nahme des Seiles, so führt er den Namen Seilrad (Fig. 105), 
und jenaehdem bei lotrecht stehender AVelle die Kraft von 
Menschen oder Pferden ausgeübt wird, nennt man die Vorrichtung 
Erdwinde (Gangspille, Laufspille) oder Pferdegöpel. 
Übnn^beispieli?. 

281. Ein Wellrad beaitit die Radien E = 0,0 in und r = 0,13 m. Welcher 
Laist Q kann durcb 65 kg' Kraft dag Gleichgewicht gehalten werden ? 

Antwort: Einer Last Q = 325 kg. 



') Hierbei ist fi'eilich von der Seilalärke abgesehen worden. Ist diese 
im Verhältnis zum Halbmesser beträchtlich, so bat man als Hebelsaim von 
Kraft, resp. Last; duBjenige l^ot zn beti-achten, welches von der Mitte des 
aiifgewieke'llwi Seiles auf die Drehachse gefällt nerdcn kam 



282. Wie lang luHeste 
Hslbmesser R des Bades t 
gewicht zu halten? 



AntwQVt: 
263. HittelB 



= 0,1)1'.^ H 



iiber bei sonst gleiclien Uaiatänden < 
[, lim einer I,;iBl von 500 kg das ( 



lang. 




»I Wellradea. dessen Halbmesser 120 und 800 mm be- 
tragen, soll eine Last von 600 kg gehoben werden. Welche Kraft P ist 
hieran erfordeTÜch, wenn die BewegungshinderaiBBe \.'i der I.ast ansmachen? 

Antwort: P = 112,5 kg. 

284. Eb soll die allgemeine 
Gleichgewiehtsbedingung für ein 
Wellrad unter Beachtung der halben 
Dicke (f des Laatseiles angegeben 
werden, angenommen, dass letzteres 
In der ersten Lage sich auf die 
Welle windet. 

Lösung: PR = Q(r + 9). 

38Ö. Ebenso, wenn sich daa 
Seil in zwei, resp. drei Lagen auf- 
windet. 

Lßsung: PR = Q(r + 3p), resp. FR = Q(r + 5t.). 

286. Für ein Seilrad amd die Durchmesser von Welle und Rad d, i-esp. D, 
nnd die Durchmesser der entsprechenden Seile 6, resp. b. Maji entwickele 
(He Gleichgewichtsbedingung unter der Voranssetznng, daas das Lastaeil in 
nur einer Lage sich aufwindet. 

Lösung: P(D4-b)=Q(a-f <!>. 

287. Man berechne P für den 
Fall, dosa D = 1,985 m, d - 0,17 m, 
il=40mm, b-15mmund Q-500kg 
sei, wenn ausserdem festgestellt ist, 
daas Reibung und Seil Steifigkeit ''^ 
der Last in Anspruch nehmen. 

Resultat: P - 70 kg, 

288. Mittels einer Erdwinde von 3 m Durchmesser soll durch eine Kraft 
von 48 kg einer Last von 750 kg das Gleichgewicht gehalten werden. Wie 
gross mufls der Wellendurchmesser sein, wenn die Dicke des Lastaeils 35 mm 
betriigt 

Antwort: 167 niiu. 

§59. J 

Die schiefe Ebene. ^ 

Auf einer uoter dem Winkel HGJ ^ « gegen den Horizont 
n Ebeue (Fig. 106) befindet sich eine durch die Strecke ME 
dargestellte Last Q; letztere soll im Gleichgewicht erhalten werden 




L 



mittels einer aufwärts wirkenden Kraft M F = P, welche im 
Schwerpunkte des Lastkörpers angreift und mit der schiefen 
Ebene einen beliebigen Winkel F M B = ji einschliesst. 

Um die Gleichgewichtsbedingung zu erfahren, zerlegen wir 
sowohl die Kraft als die Last in je zwei Komponenten, wovon 
die eine parallel und die andere senkrecht zni- schiefen Ebene 
gerichtet ist. Weil der Winkel G E = M H sowohl von 
HGJ = « als von OMC zu einem Rechten ergänzt wird, so 
ist ^OMC:=MEA = a und mithin sind die beiden Seiten- 
kräfte der Last M E = Q ; 

M C = Q cos «, M A = Q sin «, 
wovon die erste angiebt, wie stark die Last Q auf die schiefe 
Ebene drückt und die zweite die Grösse des Bestrebens erkennen 
lässt, mit welcher Q längs der Ebene herunterlaufen will. 




Auch die Kraft MF := P zerlegt sich in die beiden Wirkungen 
M D = P sin ^, M B = P cos (3, 
wovon die eine den Lastkörper senkrecht von der geneigten Ebene 
abheben und die andere ihn parallel zur letzteren aufwärts ziehen 
will. Es herrscht also offenbar Gleichgewicht, wenn 

MB = MA 
oder 

P cos (9 = Q sin a, 
wenn also die Kraft 



p='j 



cos (i 



4 

(ö^ 



ist, und es wird liierbei von der schiefen Ebene ein Normal- 
druck aufgenommen, welcher sich findet 
N = MC — MD 
oder mit Benützung obiger Werte 

N = (i cos o: — P sin ß, 
woraus mit Rücksicht auf 54 folgt 



N 



N = Qco8ß-Q^ 

cos a cos ^ - 



sm a Sin i3 



4 



Q 



(35) 



COSfl 

und hieraus, weil bekanntlich cos« cos|S — sin n8inj3^cos((i+j3); 
cos (a + H) 
ros ^ 

Für eine horizontale Ebene ist « = und folglich erhalten 
wir aus den Fonneln 54 und 55: 

P = und N = Q. . 

In der That ist leicht begreiflich, dass auf horizontaler ' 
Kbene zur Erhaltung des Gleichgewichtes gar keine Kraft 
erforderlich und dass dann 
der Normaldruck der Last 
selbst gleich ist. 

Auf der schiefen Ebene sind 
aber bezüglich des "Winkels / 
zwei besondere Fälle als wichtig ^ 
hervorzuheben : 

Ist nämlich erstens ß ^ 0, 
also die Kraft P parallel zur ^''• 

äehiefen Ebene (Fig. 107), so ergiebt sich 
aus Formel 54 

'* = *'''^ « 
als die der Last Q das Gleichgewicht haltende Kraft und aus 55 
erhält man 

N =: Q cos G, 
den liierbei auf die schiefe Ebene ausgeübten Nonnaldruek. 

Wenn zweitens ß = — a, mithin P horizontal (Fig. 108) 
wirkt, so wird cos j3 ^^ cos a und folglich ergeben sich aus f 
und 55 für P und N die Werte 




I 

) 

US 54 J 



und 
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P=Qtga 


N = — ^^ = O sec a. 
cos« 



L^ man durch den tiefsten nnd höchsten Punkt der schiefen 
Ebene eine Horizontale nnd eine Vertikale G J nnd H J, so ent- 
steht ein rechtwinkliges Dreieck 6 JH, dessen Seiten G J = b 
die Basis, J H = h die Höhe nnd G H = 1 die lioige der schiefen 
Ebene genannt werden. Mit Einsetzung von 

sin a = -n cos a := -p und tg « = :r- 
1 1 b 

in die vorstehenden Beziehungen erhält man 

sowie 

jP=^<?und JV=-iQ. 

Aus den beiden ersten Gleichungen folgen die Proportionen 
P:Q = h:l und N:Q = h : l, 
mithin gilt der Satz: Eine parallel zur schiefen Ebene ge- 
richtete Kraft hält einer Last das Gleichgewicht, wenn 
die erstere zur letzteren sich verhält wie die Höhe der 
schiefen Ebene zu ihrer Länge und dabei steht der 
Normaldruck zur Last in demselben Verhältnis, wie die 
Basis zur Länge der schiefen Ebene. 

Aus den beiden letzten obigen Gleichungen erhält man leicht 
2>: Q = h:b und K: Q = l: b, 
oder in Worten: Bei horizontal wirkender Kraft Jierrscht 
an der schiefen Ebene Gleichgewicht, wenn das Verhält- 
nis aus Kraft und Last übereinstimmt mit dem Verhält- 
nis aus der Höhe und Basis der schiefen Ebene; der 
Normaldruck auf die Unterlage verhält sich dann zur 
Last, wie die Länge zur Basis der schiefen Ebene. 

Übnngsbeispiele. 

289. Eine Last von 1000 kg ruht auf einer unter 20 <> zum Horizont 
geneigten Ebene und soll im Gleichgewichte erhalten werden durch eine 
Kraft, welche einen Winkel von 42 o mit dem Horizont einschliesst ; wie gross 
muss diese Kraft sein? 

.Antwort; P = 368,88 kg. 



290. Man bestimme denjenigon Nornmldrupk, welehen liie Bohiefe Ebene 
der vorigen Aufgabe auBzithulten bat. 

LöBnng: N = 801,5 kg. 

291. Unter welchem Winkel muBB eine Ebene gegen den HoriEont 
geneigt Bein, damit eine parallel zur schiefen Ebene wirkende Kraft einer 
30 mal Bo groBsen Last das (rl ei chge wicht zn halten vermag? 

Antwort: Unter dem Winkel k = 2" 51' 58". 

292. Um wieviel muBB eine schiefe Ebene pro 100 m steigen, wenn eine 
parallel znr letzteren gerichtete Kraft von 3 kg einer Last von 160 kg das 
Gegengewicht balten soll? 

Antwort: Um 2 Meter. 

293. Bei welchem Neigungswinkel würde ein Körper anf einer schiefen 
Ebene mit einer Bescbleunigiing von 2 m herabgleiten, wenn Reibung and 
Luftwiderstand nicht vorhanden wären ? 

Antwort: Bei a = 11" 45' 50". 

294. Mit welcher Bcschleunignng rollt eine Kugel auf einer nuter dem 
Winkel « gegen den Horizont geneigten Ebene ohne Rücksicht auf die Be- 
wegungshindemisBe ? 

Antwort; Mit der Beschleunigung p ^ g Bin a, worin g = 9,81 m ist. 

295. Welche Propoi'tion besteht demnach zwischen den Grössen p, g 
einer-, sowie zwischen der Höbe h und der Länge 1 einer schiefen Ebene 
andererseits f 

Antwort: Die Proportion p:g = h:l. 

296. Auf zwei Bcbiefen Ebenen mit der gemeinschaftlichen Höhe h und 
den Längen 1, resp. 1' befinden sieh zwei Lasten Q und Q', welche durch 
ein über eine feste Rolle gelegtes Seil derartig verbunden sind, dasB die 
Enden des letzteren parallel zu den Längen des letzteren laufen. Welches 
ist hier die Gleichgewichtebedingiing ? 

Antwort: Es musa sich Q:Q' = 1:1' verhalten. 

297. Man bestimme und vergleiche die bsiden Endgeschwindigkeiten, 
welche ein Körper erhält, indem er von der Ruhe ans : erstens die ganze 
Länge 1 einer schiefen Ebene durchrollt und zweitens die Höhe der letzteren 
frei durchfällt, ohne in beiden Fällen die Bewegangs widerstände zu beachten. 

Resultat: Sie sind einander gleich, nämlich gleich "[/ 2 g h. 

298. Wie verhalten sich aber die entsprechenden Bewegungszeiten? 
Antwort; Wie 1 zu h, also wie die vom Körper zurückgelegten Wege. 

§ 60. 
Der Keil. 

In der Mechanik begreift man unter „Keil" ein dreiseitiges 
Prisma, dessen normaler Qiiersclinitt entweder ein rechtwink- 
liges oder ein gleichschenkliges Dreieck ist; im ersten Falle 
wird der Keil einfach, im anderen Falle doppelt genannt. 



nannt. ^ 



Diejenige Seite des Dreiecks (eine Kathete vom rechtwinkligen, 
resp. die Basis vom gleichschenkligen Dreieck), auf welche die 
Kraft P ^ und zwar fast immer lotrecht — wirkt, heisst der 
Rücken, die anderen beiden Dreiecksseiten heissen die Seiten 
des Keiles; den dem Rücken gegenüberliegenden Winkel nennt 
man den Keilwinkel und die Entfernung seines Scheitels vom 
Rücken die Höhe des Keiles. 

Bezüglich des Gleichgewichtes am Keile unterscheiden wir 
drei Fälle: 

I. Der Widerstand wirkt senkrecht zur Seite eines 
einfachen Keiles und ist frei. 

Zerlegen wii" den durch die Strecke A C (Fig. 109) darge- 
stellten und zur Seite E G = s vertikal gerichteten Widerstand Q 




in zwei Komponenten AB und AD, welche parallel zur Höhe 
E F = h und zum Rücken F G = b des Keiles sind, so wirkt A D 
lediglich als Druck auf die Keilunterlage LM, und es besteht 
daher Gleichgewicht, wenn die normal zum Rücken des Keili 
wirksame Kraft J K = P mit A B übereinstimmt, wenn also 

P = AB 
ist. Es folgt aber weiter ans 

^CAD = ACB = GEF = « 
AB = ACsina, AD = ÄCcosa 
oder mit Einführung der obigen Bezeichnungen 

7> ^ Q sin a, (36) 

die das Gleichgewicht erhaltende Kraft und 



;ile^ 



der Herbei stattfindende Normaldruelc, welchen der Keil auf seine \ 
üsterlage ausübt. 

Im reehtwinkligen Dreiecke F G H hat man auch 



FG 



— und cos H 



EF 

^eg" 



7'= O iV= — 

die Kraft P und den Normaldruck N, ausgedrückt durch den j 
Widerstand Q und die Dimensionen des Keiles. 

IL Zwei gleiche Widerstände wirken senkrecht auf 1 
die Seiten eines doppelten Keiles und sind frei. 

Hier herrscht offenbar Gleichgewicht, wenn die Resultante ] 
der beiden Widerstände FE, = FEä = Q (Fig. 110), das ist J 
die Diagonale FG des Rhombus 



EsGE, F, gleich und entgegen- 
gesetzt der Kraft CF = P. wenn 
ilso 

P-FG 


> r . 1 




ist Setzen wir aber wiederum ^H 
Jie Seite desKeUesAB = AD 
= 8, den Rdclcen BD = b und 
den lialben Eeilwinltel 
BAC-CAD-o. 


'mF 


so ergiebt sich wegen |" 'j;| ^ 
4 FE,H = CAD = .. und 1 ' 
IH = FE, sin o = (J sin «: "«• '»■ 

FG = 2FH — 2Qsin« 
und mithin 

P - 2 Q sin o 
»der, weil 

JD b 


^F 


b 


1 als Bedingung des Uleichgew 
Keil. 


chtes für den doppelten 


i 


< 
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Da die Schlussbeziehongen Yon I nnd n auch durch die 

Proportion 

r:Q = h:8 

ausgedrückt werden können, so findet in beiden vorstehenden 
Fällen Gleichgewicht statt, wenn die Kraft P zum Wider- 
stand Q sich verhält, wie der Eücken b des Keiles zii 
seiner Seite s. 

m. Ein Widerstand oder eine Last wirkt parallel 
zum Bücken eines einfachen Keiles und ist unfrei 

Der Last A C = Q muss in diesem Falle notwendiger Weise 
durch eine Führung KK' (Fig. 111) die feste Wirkungslinie CA 
vorgeschrieben sein, da ohne jene Führung nur ein Herabgleiten 
der Last auf der Seitenfläche des Keiles, dagegen kein Gleich- 
gewicht stattfinden könnte. 



3Si. 




^^cc^öM^«öN<s»x^cc!K^^^xc^^^^i^^^^^^^^^^^^^^^^^^ 



Fig. 111. 

Um die Bedingung für letzteres zu erhalten, zerlegt man 
AC = Q in zwei Seitenkräfte AD und AB, von welchen AD 
senkrecht zum Rücken F G == b und A B senkrecht zur Seite 
des Keiles gerichtet ist. Die erste Komponente AD wird von 
der festen Führung KK' aufgenommen, hat also auf den Keil 
selbst gar keinen Einfiuss. Es bleibt demnach als Wirkung anf 
den Keil nur die*Kraft 

Q 



AB = 



•> 



cos a 



weU ja 2^ ACD = GAB = FEG = «, wie früher. Da nun 
diese Kraft lotrecht zur Seite des Keiles und frei wirkt, so ergiebt 
sich die hierher gehörige Gleichgewichtsbedingung dadurch, dass 
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^ in der 56. Formel — ^ an die Stelle von Q setzen, nämlich 

cos a n, 7 

P = —^ • sin a = Q tg a. 

cos a ^ 

6F b 
Mit Berucksichtigang von tg a = ^^ = -^ folgt hieraus 

r:Q=b:h, (57) 

also der Satz: Wirkt eine Last unfrei und parallel zum 
Backen eines einfachen Keiles, so besteht Gleichgewicht, 
wenn sich die Kraft zur Last verhält, wie der Eücken 
zur Höhe des Keiles. 

Übungsbeispiele. 

299. Rücken und Höhe emes einfiBushen Keiles smd 40 und 399 Milli- 
meter lang. Welchen Druck normal zur Seite kann man mit 10 kg Kraft 
lotrecht zum Rücken ausüben? 

Antwort: 100,25 kg. 

300. Wie gross ist hierbei der Druck auf die Unterlage des Keiles? 
Antwort: 99,75 kg. 

301. Wie gross muss der Winkel an der Schneide eines doppelten 
Keiles gewählt werden, wenn man mit einer gegebenen Kraft den 20 fachen 
Widerstand (senkrecht zur SeitenfläcSe)^äüsüben'^ll? 

Antwort: 2» 51' 54". 

302. Rücken und Seite eines doppelten Keiles verhalten sich wie 3 : 20. 
Mit welcher Kraft senkrecht zum Rücken kann man 100 kg Seitenpressung 
erreichen? 

Antwort: Mit 15 kg. 

303. Man will eine auf einer horizontalen Ebene ruhende Last von 
10000 kg mittels einfachen Keiles, dessen Rücken 48 und dessen Seite 
577 Millimeter betragen, senkrecht in die Höhe treiben. Welche Kraft ist 
MerzQ nötig, wenn, wie immer, von sämtlichen Reibungswiderständen abge- 
sehen wird? 

Antwort: Rund 835 kg. 

304. Wie kann man über die Wirkung einer Kraft P*Aufschluss erhalten, 
wenn dieselbe nicht senkrecht, sondern unter einem Winkel ß zum Rücken 
des KeUes gerichtet ist? 

Antwort: Indem man P in zwei Komponenten zerlegt, wovon die eine 
^i^ die Richtung des Rückens fällt und die andere lotrecht zu letzterem 
'^'i die erste, P cos /9, sucht den Keil aus seiner Lage herauszudrehen, die 
zweite, P sin ß, wirkt in der oben angegebenen Weise. 

Geigenmüller, Mechanik. \Q 



§ 61. 
Die Sehnnbe. 
Wickelt man um einen Cylinder mit dem Halbmesser A D = A E 
= r (Fig. 112) und beliebiger Höhe ein rechtwinkliges Dreieck 
derart^, dass die eine Kathete genau mit der Peripherie des 
Gnindkreises zusammenfällt, so bildet die Hypotenuse eine soge- 
nuinte Schraubenlinie, fhr welche aus naheli^endem Grande 
CDB = o der Steigungswinkel genannt wird. 

Wir wollen der Einfachheit halber erst einmal Toraossetzen, 
dass die Kathete 

D B = 2 r Ä, 
also gleich dem Cylinderumfang ist Dfuin kommt nämlich C 
nach der TJmwickelang genau lotrecht über den Anfangspunkt D 




zu liegen, das Kurvenstück DO heisst ein Schraubengang und 
der Abstand seiner Endpunkte, welcher parallel zur Cylinderachse 
läuft, 

DO = BC = g 
die Ganghöhe der Schraubenlinie. Zugleich erhellt aus dem 
Dreieck DBG 

_ BC__ff_ 
^" DB 2rx' 
eine wichtige Beziehung zwischen Steigungswinkel, Ganghöhe und 
Radius der Schraubenlinie, vermittelst welcher man jede dieser 
drei Grössen aus den beiden anderen berechnen kann. 

Wäre etna der Cylinderhalbmessev 92 mm und betrüge der 
Steigungswinkel dei' Schraubenkurve 18", so fände eich die Ganghöhe 
g = 2rxtga = 184 :rr tg 18 o = 187,86 = ~ ISS mm. 
Wenn jetzt ein Rechteck dei^estalt an der Schraubenlinie 
hinläuft, dass eine Seite auf dem Cylindermantel bleibt und ausser- 
dem die (rerlängert gedachte) Ebene des Rechteckes immer durch 
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ie Oylinderachse geht, so erzeugt dasselbe ein Schrauben- 
ewinde (Fig. 113), welches flach oder flachgängig genannt 
rird. Dagegen entsteht ein scharfes oder scharfgängigea 
lewinde (Fig. 115), sobald die Erzengnngsfigiu- ein rechtwinkliges 
der gleichschenkliges Dreieck ist. In Bezug auf das Gewinde 
leässt der Cylinder auch Kern, während Kern und Gewinde zu- 
ammen die Namen Schraubenspindel oder Schraubenbolzen 
thren. 




Um aber einen derartigen Kiirper als Maschine verwenden 
können, bedarf es noch einer sogenannten Schraubenmutter 
(Fig. 114), das ist ein Hohlcylinder, in dessen Innenwand ent- 
sprechende Schrauben^änge hohl eingeschnitten sind, sodass die 
Gewinde von Spindel und Mutter genau ineinander passen und 
dim;h Drehung eines der beiden Körper eine fortschreitende Be- 
wegung in der Richtung 
ihrer gemeinschaftlichen , 
Achse hervorgebracht Wü 

*ird. iteSäMtoilÄiW^ 

Ans alledem geht her- -^ 
Tor, dass die Schraube 

ihrer mechanischen 
Wirkungsweise aufge- 

;t werden kann als 
lan auf einen geraden ''"'^" ""■ 

Kreiscylinder aufgewickelter Keil, dessen Rücken BC (Fig. 116) 
durch die Böhe A D eines Schraubenganges und dessen Höhe A B 
änrch den Umfang des Schraubenkernes dargestellt wird. 

Wenn nun in der Richtung der Schraubenachse ein Wider- 
Stand Q zu überwinden ist durch eine Kraft P' (Fig. 1161. welche 




1*8 

tangential am Umfange des Schraubenkemes wirkt, so findet der 
Fall m des § 60 statt; denn die Last Q vrirkt parallel und die 
Kraft P' senkrecht znm Rücken B C dea Keiles, während die 
Führung von Q durch die Schraubenmutter besoi^ wird. Zn- 
gleich wird man aber auch einsehen, dass als Hebelsann der 
Kraft P' nicht der Halbmesser des Schraubenkemes, sondern 
richtiger das arithmetische Mittel aus dem inneren und äusseren 
Radius des Schraubengewindes zu setzen ist; denn da alle Druck- 
kräfte auf die Schranbenfläche parallel und nahezu gleich sind, 
so liegt der resultierende Druck fast genau auf der Mittellinie 
der Schraubenfläche. Wird daher die Ganghöhe mit g and der 
mittlere Eadius des Schraubengewindes mit r bezeichnet, 
so ergiebt sich die Gleiehgewichtsbedingung für die Schraabe 
. ^^ dadurch, dass man in Formel 57 

p = p', b -= g, h = 2 r ji 

setzt und für F' auflöst, nämhch 

2r X 

In den meisten Fällen wird 
mit dem Schraubenbolzen ein 
Hebelarm CA = R verbunden 
(Fig. 117), an welchem die be- 
wegende Kraft P wirkt. Ans 

Pß = P'r 
folgt aber 

Big. 117, r 

und mit Einsetzung dieses Wertes in die obige Gleichung für P': 




R , 



oder 



2r3r 



Q 
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für die Schraube 



als Bedingung des Gleichgewichtes 
ohne Rücksicht anf Reibung. 

übnngsbeispiel». 
305. Für eine Schranbe sind der innere und der änaeere Radius d« 
Gewindes 60 und 70 mm, die Ganghöhe beträgt 4 mm und das 



lit 35 k;. Welche Kraft mme au mittleren Sohraubenholzemunfftng wiriten,« 
iner Last tod 3öO kg das Gleicbgewieht za halteo, wenn vom ReibnsgB- 1 

widerstände abgeBehen wird? 

Antwort: Die Kraft P = 3,7706 kg. 

306. An dem 0,8 m IsngeD Bebelsarm einer Schraabenpresse lässt man 1 
eine Kraft von 50 kg wirken. Welcher Druck wird bei 35 mm Ganghöhe I 
ohne Rücksicht auf Reibung ausgeübt? 



Antwort: Der Dnick Q = 



= 7180,8 kg. 



ntwort; 



307. Man bat eine Schraube von 30 mm Ganghöhe und will mittflla | 
ileiBelben durch eine Kraft von 25 kg einen Druck von 1000 kg erzeugen. 1 
Wie lang mnss der Eebelsarm der Ki'aft genommen werden? 

-^-^ = 191 mm. 

2P31 

308. Man bestimme das Verhältnis zwischen Kraft und Last au einet | 
Scliiaube, deren Bolien 15 cm Durchmesser bat und deren GanghiShe 25 n 
belrigt, wenn die Kraft tangential am Umfange des Bolzen wirkt und i 
Iteibnng vernachlässigt wird? 

Antwort: P ; Q = 1 ; 18,85. 

309. Welches wäre aber dies Verhältnis, wenn die Kraft an eini 
l,ö7in langen Hebelsarm angreift? 

Antwort; P;Q^ 1:394,58- 

310. Mittels einer Schraubenpresse, deren Ganghöhe 20 mm betrag^ J 
viH man einen Dmck von 3000 kg ausUben. Welche Kraft muBs an dem | 
2 m Imgen Hebel wirksam sein? 

Antwort: Die Kraft P = 5,968 kg, also rund 6 kg. 

311. Am üebclarm derselben Presse lässt man aber jetzt eine Kraft von | 
'flkg wirken und fragt nach dem hierdui'ch hervorgebrachten Druck. 

Lösung: Q = 25132,7 kg. 

312. Wie gross ist die Ganghöhe g einer G=^ 100 kg wiegenden Schraul», 1 
wem» man mit Hilfe derselben durch eine Kraft P = 80 kg, welche am Hebels- | 
«B E = 1,5 m wü'kt, eine Last Q = 16000 kg zu heben imstande ist? 



Antwort: g = 



Q + G 



= 0,04683 Meter, also beinahe 47 Millimeter. 



Xechaniache Arbeit der Kräfte an eiofacheo Maächiuen. 

Wenn ein mathematischer Hebel, an welchem die Kraft P j 
mit dem Hebelsarm CA = p (Fig. 118) der Last Q mit dem 
Arme OB = q das Gleichgewicht hält, sodass 

. _ Pp = Qq 

ist, einen Stoss erhält, so wird der Hebelkörper iü Bewegung 
übergehen. Diese letztere muss aber nach dem Grundgesetze 



t?^. 



vom Beharrungsvermögen so lange gleichförmig sein, als zwischen 
den am Hebel wirksamen Kräften Gleichgewicht herrscht, sola^i^e 
also die letzteren selbst unveränderlich sind und gleiche Hebeb- 
anne behalten, d. h. perpendikulär zu C A, resp. zu (! B bleiben; 
denn in diesem Falle wü-d sich der Hebelkörper genau so ver- 
halten, als wenn die beiden Ki-äfte P und Q überhaupt gar nicht 
vorhanden wären — alles das aber immer wieder nur unter der 
Voraussetzung, dass der Hebel weder von Reibung noch von 
^ Luftwiderstand beeinflusst 

wird. 

Nehmen wii' jetzt an, 
der Hebel habe sich von 
seiner ursprllngÜehen Lage 
aus um den beliebigöi 
4 Winkel 
^B-ne. ACA' = BCB' =r 

) sind die von den Angriffspunkten A, B der Kraft P, 
resp. der Last Q zurückgelegten Wege dargestellt durch die 
Kreisbögen 

A A' = p }■, bezw. BB' = q ^, 
und mithin sind die von P, bezw. Q geleisteten mechanischen 
Arbeiten 

P ■ AA' = Pvy, bezw. Q - BB' = Q <! r. 
Multipliziert man aber die Gleiehgewichtsbedingung Pp=:Qq 
mit r, so entsteht 

Pp j- = Q(17 
oder 

P ■ ÄA' = Q ■ BB', 
und man erkennt hieraus, dass die von P und Q am Hebel 
geleisteten Arbeiten einander gleich sind. 

Dieser Satz, dessen Richtig'keit auch für die feste Rolle und daa 
Wellrad ohne weiteres einleuchtet, gilt aber unter den oben gemachtes 
Annahmen auch für mehr ala zwei am Hebel wirkenden Kräfte; denn sind 
letztere allgemein 

Fl, Pi, P3, ■ • ■. Pn 
Tind ihre Biigehöiigen Arme 



3 Bedingung des Gleichgewichtes 
P.P. + ?!?) + P3P. ■ ■ 



J 



151 

«■obd aber die in Tersphiedenem Sinne |dreli enden Kräfte mit entgegen- 
gesetzten Vorzeichen zu versehen Bind. Mnltipliziert man diese Gleichung | 
mit mem Winkel y (im Bogenmaasj, um n-elchen sich der Hebel nach irgend J 
einer Zeit gedreht haben soll, so folgt 

r,p,y + P,p,y + l\p,r+ ■ ■ ■ H-Pnpnj- = 0, 
oder, weil die Kreisbögen 

Pi r, PiT' V-'}'' ■ ■ -' P"?' 
fe von den Angriffspunkten der Kräfte beBchriebenen Wege 



P, B, + P, 8, + P, B, -H ■ ■ ■ + Pn 8n = 0. 
Mithin ist an einem in gleichförmiger Bewegung begriffenen 
Hebel innerhalb eines beliebigen Zeitraumes die algebraische 
Summe der mechanischen Ai'beiten sämtlicher Kräfte der Null 
gleich oder mit anderen Worten; die (absolute) Summe der 
Arbeiten aller bewegenden Kräfte ist gleich der Summe 
der Arbeiten, welche die zu überwindenden Widerstände 
konsumieren. 

Hierans geht hervor, dass mittels eines Hebels in seinen 
verschiedenen Formen niemals ein Gewinn von mechanischer 
Arbeit zu erreichen ist; denn, wie mau sich gewühnlich ausdrückt, 
was an Kraft gewonnen wird, geht an Weg verloren, oder 
auch, weil die Angriffspunkte von Ki'aft und Last ihre Wege in 
ierseiben Zeit zurücklegen: was an Kraft gewonnen wird, 
geht an Geschwindigkeit verloren und umgekehrt. 

Die Giltigkeit dieses wichtigen Satzes ist zwar von bedeutenden 
■Mathematikern für alle einfachen und zusammengesetzten Maschinen 
Diid unter allen möglichen Umständen bewiesen worden — wir 
Wollen uns aber an dieser Stelle darauf beschränken, seine Eiehtig- 
keit nur noch an der schiefen Ebene zu zeigen. 

Hierbei können wir uns unter Vernachlässigung der Reibung 
auf den günstigsten Fall beschi'änken, dass die Kraft parallel 
zur schiefen Ebene wirkt; denn in allen anderen Fällen 
arbeitet nur die Komponente MB (Fig. 106), welche 
gleiche Richtung mit GH besitzt und stets kleiner als MF 
ist, während die andere normal zu GH gerichtete Seitenkraft 
lediglieh den Druck der Last Q auf die schiefe Ebene vermindert 
Wenn nun die zur schiefen Ebene GH parallele Kraft P 
äie Last Q durch die ganze Länge 1 der ersteren gleichförmig 
aufwärts bewegt, so ist die von P geleistete mechanische Arbeit 



4 



oder, weil nach § 59 



ist, 
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A = P1 



A = Qy.l = Qh. 



Die genau gleiche Arbeit müsste aber auch ohne schiefe 
Ebene aufgewendet werden, um die nämliche Last Q auf die- 
selbe Höhe h direkt vertikal emporzuheben, sodass also ver- 
mittelst der schiefen Ebene gleichfalls kein Arbeitsgewinn erzielt 
werden kann, selbst wenn von der Reibung abstrahiert und 
der Arbeitskraft P die vorteilhafteste Richtung angewiesen 
wird. 

In dem oben ausgesprochenen allgemeinen Prinzip, welches 
von manchen die „goldene Regel der Mechanik" genannt wird, 
erkennen wir unschwer eine Anwendung des in § 22 abgeleiteten 
Satzes von der Erhaltung der Arbeit auf die einfachen Maschinen. 

Man kann aber jetzt auch umgekehrt dieses Gesetz dazu 
benützen, um für die Maschinen die Gleichgewichtsbedingung zu 
entwickeln, indem man für eine bestimmte Zeit die mechanischen 
Arbeiten von Kraft und Last einander gleich setzt, wobei jedoch 
vorerst von allen Bewegungswiderständen abgesehen werden muss. 

So ist z. B. für das Wellrad nach genau einmaliger Umdrehung der 
Kraftweg 2 R 5r und der Lastweg 2 r 5r, mithin die Gleichgewichtsbedingung 
2R:;rP=^2r5rQ oder 

wie wir schon in § 58 gefunden hatten. 

Als zweites Beispiel wählen wir eine Bewegungsschraube, wie sie 
Figur 117 zeigt, und bezeichnen wieder den Hebelsarm C A der Kraft P mit R, 
die Ganghöhe des Gewindes mit g. Dann legen bei einmaliger Umdrehung 
P und Q die Wege 2 R :;r, bezw. g zurück, und es folgt hieraus die Gleich- 
gewichtsformel 

2Bnr = ißQ, 

welche ebenfalls schon früher, nämlich in § 61, abgeleitet worden ist. 



Zehntes Kapitel. 

Zusammengesetzte Maschinen. 



HebelTerbindangen. 

iid mehrere Hebel unter einander so verbunden, i^ßras %l 
den beiden äussersten die Kraft P und die Last (J angi-eilen, 
während die Endpunkte von je zwei benachbarten durch Druck 
(oderZug) aufeinander wirken, ^ 

so lässt sich die Entwickelung; 
der Gleichgewichtsbedingung t' - . ®=f ^ 
leichtauf den einfachen Hebel |5 ■'^ 

zariickführen, wenn man be- 
denkt, dass das ganze l 
sobald es jeder einzelne Hebel ist. 



1 Gleichgewichte sein muss, 



L Beispiel i 



i Hebeln mit 



Das Hebelwerk (Fig. tl9) bestehe ; 
den Drelipimkten C, C,, Ca imd den Armen 

AC = p, CD = 11, DC. =p', C,E=q', EC, = p", C,B = q", 
am linken Endpunkte A greife die EtaA P an, welche der in B wirksamen 
Last Q dae Gegengewicht halten solL 

Bezeiehaen wir jetzt die Drücke, welche zwiechen den Enden der Hebel 
stattfinden uod in den Mittelpunkten D, tesp. E der Berührungsflächen an- 
greifen, mit X, bezw. Y, so gellen im Gleichgewichtszustande die Beziehnngen 
Pp = Xq, 



Yp" = Qq". 

ai'ch !UjiltiptikiLtioii folgt 

PXYpp'p" = XYQ„q'q" 
und dnrcb Division mit X Y 

Ppp'p" = Qqq'ii", 

die gewiingclite Gleiehgewichtsbedingung. 




§ 64. 
Räderwerke. 



^ 



Eine besonders wichtige Anwendung des im vorigen Para- 
graphen Gesagten haben wir in den Räderwerken, bei welchen 
mehrere Wellenräder derartig mit einander verbunden sind, dass 
von der Peripherie jeden Eades auf die Welle der ; 
Kraft übertragen wird. 
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Diese Kraft&bertragimg kann nnn bei iminittelbar«r Be- 
rfihnmg der Maschinenteile ratweder (unter stailem Nonnaldnick) 
dnrdi die Beibang (Friktionsräder) oder auch dnrch Ver- 
zabnang (Zahnräder) bewerkstelligt werden. Im ersten Falle 
Bind als Hebelsarme in Rechnung zu bringen die Halbmesser der 
Bad- und Wellenperipherie selbst, im anderen diejenigen beiden 
Lote, welche vom Druckpunkte zweier ineintmder gredfender 
Zähne auf die zugehörigen Drehachsen gefällt werden können. 
Denkt man sich aber von den Fasspunkten der genannten Lote 
ans zwei (sich berulirende) Kreise beschrieben, so ist der zweite 
auf den erst^ Fall zurückgeführt 

So zeigit z. B. Fipir 120 eine Verbindong von vier Wellrädern mit den 
Dretuchaen H,, H,, Hj nnd M«; die Radh&lbmesser seien 

M, A = K,, Mi A, = R5, Ms Ai = R3, M, Aj = E, 
und die B&dien der Wellen, resp. Getriebe 

M, Ai = r„ M, Ai = rj, U, Aj = rj, M, A. = r^, 
in A Btn die Kraft P am Hebelsarme E, und in A^ die Last Q am Aime r^ 
wirksam. 

Um die Gleicbgewicbtebedingung 

zn erbalten, bezeichnen wir die Drücke, 

welche in den Punkten Ai, Aj, A3 

tangential zu den sich berüItTenden 

Kreisen wirken und wovon jeder nach 

% 14 einen gleich grossen Gegendnick 

hervorruft, mit X, T, Z, und haben 

PK, = Xr,, 

X R, = Y r,, 

YE3 = Zt3, 

ZH4 = Qr4. 

jijg, ^20. I>iircb Multiplikation vorstehender 

Gleichungen folgt aber 
P X Y Z K, Bj Bo Bi = X Y Z Q r, r^ ra r^ 
imd hieraas mittels Division dnrch X Y Z 

oder 

P : Q = r, nriTi : R, BiRi R^, 

in Worten: An einem Eäderwerke herrscht Gleichgewicht, wenn die Kraft 
(am Umfange des ersten Bades) zur Last (an der Peripherie der letzten Welle) 
sich verhSIt, wie das Produkt aller Wellenradieu zum Produkte sämtlicher 
Bsdhalbmesser. 

Befindet sich das Bäderwerk in gleichförmiger Bewegung und bezeichnet 
man die Geschwindigkeit der Pnnkte A, A|, Ag, A3, A4 mit c, v,, v^, v^, v, 
so hat man 




oder, wesD mim dies VerbältDia in die obi^e Proportion einsetzt, 

■odaBfi Hieb, wenn von allen BewegungshiDdemiBsen abgeaeben nird, die am 
Bitderwerke ■wirksamen Kräfte umgekehrt wie die Geeebwindigkeiten ihrer 
Angriffspunkte verbalten. In anderar Form laatet dieser Satz: Die Effekte 
von Kraft und Last sind eionnder gleich; denn ans dei' letzten Beziehaag folgt 
rr, = Qi: 
Man kann demnach auch durch irgend welche ßäderver- 
bindungen niemals einen Gewinn an mechanischer Arbeit (siehe 
§ 62) erzielen; ihr Vorteil besteht vielmehi' lediglich darin, dass 
man entweder mit geringer Kraft grosse Lasten zu heben ver- 
mag, wie durch Winden und Krahne, oder darin, mittels vor- 
handener bedeutender Kräfte sehr grosse Geschwindigkeiten zu 
erzeugen, wie dies beispielsweise bei Mühlen, Spinnereien etc. 
beobachtet werden kann; nach obigem verliert man aber dabei 
im ersten Falle an Geschwindigkeit, im zweiten an Kraft 
genau so viel, dass die letzte Formel erfüllt ist, wobei jedoch die 
Bewegungshindernisse noch nicht einmal in Betracht gezogen sind. 
Schliesslich sei nur noch erwähnt, dass das vorstehend Ge- 
sagte selbstverständlich auch Anwendung auf Verbindungen 
von Riemenscheiben und Kettenrädern finden kann, 

Übnngsbeiapiele. 

313. Welche Last kann durch das Hebelwerk (Fiff. 119) mit einer Ki'aft 
von 60 Kilogramm gehoben werden, wenn CA.= S5, CD^17, CiD = 78, 
C,B = 13, CsE = 120 imd C..B = 20 cm Bind, ebne Rllcksicht auf Reibung 
imd Eigengewichte der Hebeiköiper. 

Antwort: Die Last Q = 9000 kg. 

314. Man bestimme die Dnicke X nnd T in den Punkten D und E. 
Besnltate: X = 250 kg und Y = 1500 kg. 

315. Die allgemeine Gleichgewiehtsbedingong anzngeben, wenn alle drei 
Hebel daseelbe Gewicht G, nach links die Arme p, nach rechts die gleich 
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langen Arme q besitzen nnd der Schwerpunkt jedes Hebelkörpers links im 
Abstände d von der Drehachse liegt 

Lösung: Pp^ + Gd (p» + pq + q2)= Qqs. 

316. Wie gross ist P, wenn p = 100, q = 10, d = 40, G = 2,5 kg und 
Q = 1000 kg? 

Antwort: P = — 0,111 kg, es mtisste also zur Herstellung des Gleich- 
gewichtes eine Kraft von 111 Grammen in A aufwärts wirken. 

317. Wie weit müssten aber die Schwerpunkte von den Drehpunkten 
der drei Hebel entfernt sein, damit die Eigengewichte der letzteren allein 
imstande wären, das Gleichgewicht herzustellen? 

Antwort:. Um d = -^ . , , ^' , — - = 36^111 

G p2 + pq + q2 ' 

318. Die Enden E und F zweier hoiizontal liegender und um und D 
drehbarer Hebel AE und DF (Fig. 121) sind durch eine vertikal gerichtete 
Schnur EF verbunden; in A und B wirken die Kraft X und die Last Q 






Fig. 121. 

tsenkrecht abwärts. Für welchen Wert von X besteht Gleichgewicht, wenn 
von den Eigengewichten der Hebel, sowie der Schnur abgesehen wird und 
DB = 1, DF = L, CE = r, CA==R ist? 

Antwort: Für X = -^ Q. 

L XV 

319. Man soll die Gleichgewichtsbedingung und die Spannung y in der 
Schnur EF unter Berücksichtigung der Eigengewichte G und G' beider 
Hebel C F und A E angeben, vorausgesetzt, dass letztere durch ihre Schwer- 
punkte halbiert werden. 

Auflösung: Das Ganze ist im Gleichgewichte, wenn 

R-r 



ßX 



=(i«+i)'- 



2 



G' 



und die hierbei in der Schnur stattfindende Spannung 

y=L^ + Y- 

320. In welchem Verhältnisse stehen an dem Räderwerke (Fig. 120) 
Kraft und Last, wenn die grossen Radien 120, 150, 100 und 110, dagegen 
die Wellhalbmesser 25, 30, 22 und 24 Centimeter lang sind? 

Antwort: In dem Verhältnisse 1:500. 



Igt' 

331. Bei einer Baawinde mit zweifacher EäderUberseteiuig (Fig. 122) 
wirkt die Kraft P on einer 1 = 37,5 na langen Kurbel, an deren Achse 
Mgleich ein Getriebe mit dem Ridins r, ^ 125 mm sitzt. Letzteres greift 




in ein Zahnrid v m Hilb esse E = oOO mm auf desaen Vi eile wieder ^in 

Oetriebe von r = 8 5 cm Halbmesser befestigt ist Endlich wukt letzteree 

aaf ein Rad von Il, = öi)J mm Hilbmeseer an dessen Welle mit einem 

Badhia r = InO mm mitteis eines Seiles 

eine Last Q empor gehoben werden soll. 

Wie verhalten sich P nnd Q im Rleinh- 

gewichtszii stände, ohne Rücksicht auf 
, Reibung? 

1 Antwort: P: Q = r, r,rj r IE, R, 

] = 1 : 100. 

322. Man BoU aber dies Verhältnis 

mit BerückBichtigung des Eeibungs- 

widerstandes angeben, indem m»n 

den Wirkungsgrad tj einfUhi-t, welcher 

bei einer solchen Winde in der Praxis 
, la 0,83 angenommen wird. I 

HeHultat: P :Q = rir,r3:i;lR, Kj 

= 1 : 83. 

I 323. An dem in Figur 1S3 skizderten Seilkrahn sind die Halbmesser 

\ von Welle und Had, Trommel und Kurbelkreie t =• 120 mm und E = 560 mm, 




bezw, I = 70 mm und iR = 450 mm. Man leite die Gleichgewichtsbedingune 
ab, wenn der Wirkungagrad des Krahnea jj = ^ ist. ^^H 

324, Welche Last kann also durch zwei Arbeiter gehoben werden, von 
denen jeder auf den Knrbelgriff einen Dmek von 15 kg ausübt? 
Antwort: Die Last Q = 1440 kg. 



Die Differentialirelle. ^H 

Mit dem in § 58 beschriebenen Rade an der Welle kann 
unter sonst gleichen Umständen durch eine -bestimmte Kraft eine 
um so grössere Last gehoben werden, je kleiner der Wellen- 
durchmesser genommen wird. Weil aber die Tragfähigkeit 
der Welle zugleich mit ihrem Durchmesser abnimmt, so darf 
man bezüglich des letzteren 
nicht unter eine gewisse 
Grenze herabgehen. 

Um aber doch den Zweck 
7ü etieichen, bedient man 
sich einer Maschine, der soge- 
nannten Differentialwelle, bei 
welcher eine (oder zwei) 
Kuibeln von der Länge 
'■'''■ "*■ A C = 1 (Fig. 124) auf zwei 

fest verbundene Wellen mit gemeinschaftlicher Drehachse aber 
verschiedenen Halbmessern E und r wirken. Um die letzteren 
sind nämlicli die beiden Enden eines Seiles, welches eine lose 
Rolle umfasst, in entgegengesetztem Sinne so aufgewickelt, 
dass die beiden Stücke a und b raiJglichst parallel sind und es 
auch während der Bewegung bleiben. 

Dann verui-saeht die am Haken der Rolle befestigte Last Q 
im Seile nach § 57 eine Spannung ^i die Spannung im Seilstück b 
und die Kraft P an der Kurbel CA drehen aufwärts, dagegen 
die Spannung ^ im Seilstück b abwärts und mithin ist die 




^ökicli 



jichge Wichtsbedingung 



Zorans folgt 
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Pl + |r-|R = 0, 



Wirkt P an jeder von zwei Enrbeln und will man ausserdem das 
HoUengewicht G berücksichtigen, so hat man als Gleichgewichtsbedingong 

Man sieht, dass die Differentialwelle ohne Bücksicht auf Reibung genau 
*o wie ein Haspel mit dem Wellenradius — ^ — wirkt, während dabei die 
^Tirchmesser der ersteren beliebig gewählt werden können. 

Übungsbeispiele. 

325. An einer Differentialwelle sind die Radien R = 8 cm, r = 6 cm 
^^x»d die Eurbellänge beträgt 360 mm; welcher Last können zwei Arbeiter 
^£18 Gleichgewicht halten, wenn jeder mit 10 kg auf den Eurbelgriff drückt? 

Antwort: Einer Last Q= 720 kg. 

326. Mit einer Differentialwelle sollen 1200 kg gehoben werden; der 
^K^urbelradius betrage 0,36 m und die beiden Wellendurchmesser 24, bezw. 
^1 cm. Wie gross ist die nötige Kraft? 

Antwort: P = 50 kg. 

327. Wie gross müsste aber der grössere Durchmesser iu der vorigen 
-Aufgabe sein, wenn man mit 50 kg eine Last von 2000 kg fördern wollte? 

Antwort: 22,8 cm. 

§ 66. 
Der gemeine Flasclienzng. 

Auch die zweckmässige Vereinigung loser und fester Rollen 
durch ein einziges Seil oder mehrere Seilstücke zu zusammen- 
hängenden Systemen liefert mehrere zum Heben schwerer Lasten 
geeignete Maschinen. Die Gleichgewichtsbedingung für eine solche 
ßollenverbindung wird in jedem spezi^en Falle leicht aufzufinden 
sein, wenn man beachtet: 1. dass jede einzelne Rolle für sich 
im Gleichgewichte sein muss und 2. dass bei Vernachlässigung 
von Reibung und Seilsteifigkeit ein in sich zusammenhängendes 
Seilstück, resp. Kette, überall gleich stark gespannt ist. 

So besteht beispielsweise der gemeine Flaschenzug 
(Fig. 125) aus einer beliebigen Anzahl von Rollen, welche in 
zwei Gehäusen (Kloben oder Flaschen) angebracht sind und über 
welche ein Seil läuft. Das eine Seilende ist an einem der beiden 



Kloben befestigt, am andern wirkt die Kraft P ; die untere Flasche A 
ist beweglich und trägt die Last, die obere Flasche B ist befestigt 
Beträgt nun die Anzahl aller Rollen in beiden Flaschen n, 
80 ist die für das Gleichgewicht nötige Kraft 



denn weil die Last Q an genau ebenso vielen Seilstücken hängt 
als Rollen vorhanden sind, und weil die Spannung in allen Teilen 

des Seiles dieselbe, nämbeh — ist, so niuss auch die Kraft P 







ebensoviel Rollen sind als in der oberen, oder aber eine 
weniger. Letzteren Falls heisst der Flaschenzug unsymme- 
trisch, und es muss das innere Seilende an dem beweglichen 
Gehäuse festgemacht sein. 

§67. 
Der Fotenzflaschenzug, 
Diese Hebemaschine, welche auch Eollenzug heisst und 
deren Einrichtung durch die Figur 126 veranschaulicht ist, be- 
steht aus einer festen und mehreren bewegliehen Rollen; jede 
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der letzteren wird ron einem besonderen Seilstücke umfasst, 
dessen linkes Ende befestigt ist und dessen rechtes Ende am 
Haken der nächst höheren Rolle hängt; die Last Q wirkt an 
der untersten losen, die Kraft P an der festen Rolle. 

Laufen nun alle Seilstücke zu einander parallel, so ist offenbar 
die Spannung in den beiden Seilenden der ersten (untersten) Rolle, 
also in b 

folglich die Spannung in den beiden Seilenden der zweiten losen 
Rolle, in d 

2 2^ 2« ^' 
mithin die Spannung in den Seilenden der dritten Rolle, in f 

2 2«^ 2* ^ 

1. s. w., u. s. w., demnach in den Seilenden der letzten, n*«" losen 
Bolle 

Diese Spannung pflanzt sich aber durch das letzte Seilstück 
über die feste Rolle fort und wird aufgehoben durch die ihr 
gleiche Kraft P; es ist daher 

die Bedingung des Gleichgewichtes für einen Potenz- 
flaschenzug mit n losen Rollen. 

Übungsbeispiele. 

328. Welche Last kann ein Mann bei 50 kg Zug mittels eines Flaschen- 
zuges von 7 BoUen heben, wenn das Seil 9 und die untere Flasche 16 kg 
wiegt? 

Antwort: 325 kg. 

329. Wie viel Männer waren nötig, um eine Last von 750 kg an einem 
symmetrischen Flaschenzug von je drei Rollen zu heben, wenn die Kraft 
eines Mannes zu 30 kg gerechnet und das Gewicht der beweglichen Flasche 
und des Seiles vernachlässigt wird? 

Antwort: Vier bis fünf; denn zum Gleichgewicht wären 125 kg, also 
4^/6 Manneskraft erforderlich. 

Geigenmüller, Mechanik. XI 



330. Welche Kraft P ist erforderllcb, nm mittele eines acht loae BoDn 
estiiitlteiideii Potenzflatoheiun^eB einer Lut Ton 10000 kg du Oleicbgericht n 
halten, wenn man die Gewichte der losen Bollen und Seile onberilckHichti^ Uut? 

Antwort: P = 39,06 kg. 

331. Ein Bollenzng besteht am 3 beweglichen Rollen, von denen jede 
6kg wiegt; weicher Last kann man mit 30 kg Kraft das G^engewkht halten! 

Antwort: Der Last Q = 198 kg. 

332. Die n losen Bollen eines Potenzflaschenznges, welcher mit Q Kiki- 
grammen belastet ist, wiegen je q Kilogramm ; wie gross ist im GleichgewielitB- 
lalle die Spannung P des über die feste Bolle lanfenden Seiles? 



Antwort: P = 



i + q. 



333. Wie gross ist die Anuht u der beweglichen Bollen an tiam 
Potenzflaschenznge, wenn jede Bolle q ^ 6 kg wiegt and dnreh die Knfl 
P = 66,25 kg der Last Q = 400 kg das Gegengewicht gehalten werden Bid? 
_Q 



Antwort: Ans 2= = 



= 8 folgt n = 



Der Dlfferentialflaachenzag. 

Zur Hebung schwerer Lasten dnrch Menschenhand eignet 
sich besonders anch der Differentialflaschenzag. Derselbe 
besteht aus zwei auf derselben Achse sitzenden und fest ver- 
bundenen (gewöhnlich in einem Stück 
gegossenen) KoUen, welche an ihres 
Umfangen in gleichen Abständen mit 
Zähnen versehen sind nnd deren Hadien 
OA — OC = K, OB=r (Fig. 127) 
sich nur wenig von einander unter- 
scheiden. Um diese beiden Rollen 
(Kettenscheiben) ist eine endlose Kette, 
deren ebenfalls gleich langen Glieder 
genau in jene Zähne eingreifen, so ge- 
legt, dass zwei herabhängende Schläfen 
entstehen. Die Schleife AD FEB trägt 
eine gewöhnliche Rolle mit der Last Q, 
während die hebende Kraft P in dem- 
jenigen Teile der anderen Schleife wirkt, welcher von der grösseren 
Kettenscheibe herabfallt. 

Die Öleichgewichtsbedingung ergiebt sich leicht, wenn man 
bedenkt, dass die obere Flasche als ein um die Achse O dreh- 




barer Hebel betrachtet werden kann, an welchem drei Kräfte 

Q 

wirksam sind, nämlich in A und B die zwei gleichen Spannungen ^ 

nnd in C der Zug P. Da die erste den Hebelkörper links, die 
beiden letzten ihn aber rechts herum zu drehen snchen, so herrscht 
Gleichgewicht, wenn 



PR + , 



= ^R, 



odar 



Q 



2It 

ist. An die Stellen der Radien R und r können übrigens auch 
die Zähnezahlen Z und z beider Kettenseheiben gesetzt werden ; 
denn ist b die Entfernung der Mittelpunkte zweier Nachbarzähne, 
90 haben wir, weil in beiden Kettenrollen alle Zähne gleich 
weit von einander abstehen müssen, 

2R3t = bZ, 2rÄ = bz, 

„ bZ bz 

md mit Einführung dieser letzten beiden Werte in die obige 
BYirmel für P entsteht nach Abkürzung mit - — : 



3Z 



Q- 



Die Vorteile dieser Hebevorrichtung sind grosse Hubkraft 
bei einfacher Konstruktion und beliebiges Stillhalten der gehobenen 
Last ohne jede Kraftaufwendung, da für gewöhnlich die Zapfen- 
reibimg genügt, um das freiwillige Zurückgehen der Last zu ver- 
liftten. Als Nachteil muss aber die Empfindüchkeit gegen Über- 
laatung genannt werden, Dui'ch letztere können nämlich einzelne 
Glieder des gespannten Teües der Kette gestreckt werden; sie 
passen dann nicht mehr in die Zähne der Rollen und es ist 
wenigstens die Kette unbrauchbar geworden, 
Übnn^sbelsplele. 

334. Die beiden DuTchmesBei- der Ketlenrollen eines Differential-FlaBchen- 
Mgea sind 33 und 36 cm lang: wie verhalten aieh Kraft und Last im Gleich- 
IMelitBZUBtajide ? 

Antwort: Wie 1 : 24. 



336. Wie mngB allgemein das VertiültniB zwischen den beiden Eetten- 

schefbenradien r und B 1-^ ^ zl fewiihlt werden, damit man durch irgend 

eine Kraft einer n mal grOBBeren Laat das Gleichgewicht halten kann, wenn 
Reibung, Ketten- und Rollengewicht nnberückBichtigt bleiben? 

Antwort: x^ 

n 

336. Die beiden Scheiben eineB Differentialflaechenznges haben 20 nnd 
18 Zähne. Welche Kraft iBt zur Hebung von 4000 kg erforderUch? 

Antwort: 200 kg. 

337. Für die beiden fegten Bollen einee IHfferentialäaschenznges die 
(geringsten) Zähnezahlen anzugeben, wenn sich die Kraft znr Last wie 1 : 100 
verhalten boU. 

Besnitat: 49 nnd 60. 



Die SchrftDbe ohne Ende. 

Eine Schraubenspindel A (Fig. 128) kana vermittelst einer- 
£nrbel von der Länge 1 nm ihre (meist horizontal liegende]) 
Achse BC gedreht werden, ist aber (dnrch Zapfen- nnd Hals- 

_A _ B 




Flg IBS 

lager) an der fortschreitenden Bewegung gehindert Das Schraubai- 
gewinde A, dessen Ganghöhe g sei, greift genau in die schrägen 
Zähne eines Wellenrades mit den Halbmessern R und r. 

Soll nun eine die Kurbel bewegende Kraft P der an der 
Seiltrommel hängenden Last Q das Gleichgewicht halten, und 
bezeichnen wir den zwischen dem Giewmde der Schraube und 
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den Zähnen des Wellrades stattfindenden Druck init X, so ist 
einerseits nach § 61, Formel 58 

21^P = gX, 
andererseits nach § 58, Formel 53 

XK = Qr. 
Durch Multiplikation beider Beziehungen folgt 

2l5rPXR = gXQr 
und durch Division mit X 

2l5rRP = grQ 

oder 

die Bedingung des Gleichgewichtes an der Schraube ohne Ende. 

Übungsbeisplele. 

338. An einer Schraube ohne Ende ist die Ganghöhe g = 12 cm, der 
Halbmesser des Zahnrades B = 0^8 m, der Radius der Seiltrommel r = 10 cm 
und die Länge des Kurbelarmes 1 = 48 cm. Welche Kraft ist nötig, um der 
Last Q = 15000 kg das Gleichgewicht zu halten? 

Antwort: 74,6 kg. 

339. Wie müsste das Verhältnis zwischen den Radien r und R i ^^ = x I 

g^ewäblt werden, um mit einer gegebenen Schraube ohne Ende, deren Gang- 
höhe g = 10 cm und Kurbellänge 1 = 50 cm sind, durch eine Kraft P = 30 kg 
eine Last Q = 6000 kg zu heben? 

21:;rP % 

Antwort: Aus x = ^r— = ^^ folgt nahezu r : R = 157 : 1000. 

gQ 20 "^ 

340. Li welchem Verhältnisse stehen bei einer Schraube ohne Ende 
Während des Gleichgewichtes Kraft und Last, wenn sich die Halbmesser des 
Bahnrades r : R = 1 : 7 verhalten, der Kurbelarm das 6 fache der Ganghöhe 

beträgt und die Zahl ;r zu -=- angenommen wird? 

Antwort: In dem Verhältnis P : Q = 1 : 264. 

§ 70. 
Die Differentialschranbe. 

Während der Hebel in seinen verschiedenen Formen (Rolle, 
Wellrad) und Zusammensetzungen (Hebel- und Räderwerke, 
Flaschen- und Rollenzüge, Differentialhaspel etc.), sowie auch die 
schiefe Ebene zurHebung von Lasten oder zur Überwindung 
von Widerständen vorwiegend benützt werden, eignen sich Keil 



I 

L 



tmd Schraube besonders auch zur Erzeugung eines bedeutenden 
Druckes. Aus der Formel 58 in § 61 folgt aber " i 

tmd man erkennt hieraus, dass durch eine Schraube unter sonst 
gleichen umständen ein um so grösserer Druck Q erzielt wird, 
je kleiner die Ganghöhe g ihres Gewindes ist. 

Je kleiner man aber g macht, desto dünner werden natur- 
gemäss die Schraubengänge und man gelangt auf diesem Wege 
bald zu einer gewissen Grenze, welche nicht überschritten werden 
darf, wenn man das Abscheren des Gewindes vom Schrauben- 
keme verhüten will. 

um nun aber doch den grösseren Druck mit Vermeidung 
der zuletzt genannten Gefahr zu erreichen, hat man auf ein und 
derselben Spindel zwei Schraubengewinde mit verschiedenen 
Ganghöhen g, bezw. h und in gleichem Sinne laufend, einge- 
schnitten. Die Spindel ist mittels eines Hebelarmes R um ihre 
Achse drehbar, dagegen durch Zapfen- und Halslager an jeder 
foitschreiteaden Bewegung verhindert; die den beiden Schrauben- 
gewinden zugehörigen Muttern sind Platten, welchen eine geeignete 
seitliche Führung nur eine fortschreitende Bewegung gestattet 
und die sich nähern oder von einander entfernen, jenachdem am 
Hebel in dem einen oder dem anderen Sinne gedreht wird. 

Erleidet jetzt irgend eine Masse zwischen den beiden Plattea 
die Pressung Q, so entsteht an der oberen Platte ein ebenso 
grosser Druck, welchen vrir positiv setzen wollen und welcher 
nach § 61 am mittleren Schraubenbolzenradius r eine Drehkraft P^ 
mit dem statischen Moment 

'''' = f,'i 

erzeugt. Dieser Druck ruft jedoch laut Gmndgesetz von Wirkung 
und Gegenwirkung an der unteren Platte einen gleich grossen 
Gegendruck — Q hervor, welcher am Spindelumfang eine umge- 
kehi't wie P^ drehende Kraft F.. mit dem Moment 

entstehen lässt. Mithin ist das resultierende Moment beider Dreh- 
kr&fte 
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und weil dasselbe aufgehoben werden mnss durch das Moment 
der am Arm R wirksamen Kraft P, so ist 



oder 



PR- 


2x 


Q 


Q 


g h 
2Mx 


9 



die Bedingung des Gleichgewichtes an der Differential- 
schraube. 

Dieses Besnltat konnte anch noch anf anderem und zwar kürzerem 
Wege mit Anwendung des Satzes von der Erhaltung der Arbeit abgeleitet 
werden. Während nämlich die Schranbenspindel eine volle Umdrehung macht, 
leistet die bewegende Kraft P die Arbeit 2 R jc Pf gleichzeitig hebt (oder 
senkt) sich die obere Platte um g, die untere um h, mithin erfolgt die Über- 
windung des Widerstandes Q auf der Wegsü-ecke g — h, die Arbeit von Q 
ist also fg — h) Qf und wir erhalten auf Grund des oben erwähnten Satzes 
durch Gleichsetzung beider Arbeiten 

2It:tr=Cg-hJ 0, 
eme Beziehung, welche mit der letzten Gleichgewichtsformel für die 'Diflfe- 
rentialschraube übereinstimmt. 

Man sieht, dass die letztere dasselbe Verhältnis zwischen 
Kraft und Last darbietet, wie eine gewöhnliche Schraube von 
der Ganghöhe g — h, zugleich aber auch, dass jene eine weit 
grössere Festigkeit gewährt als diese. 

Übungsbeispiele« 

341. Man bestimme das Verhältnis zwischen Kraft und Last für eine 
Bifferentialschraube, an welcher die Ganghöhe des oberen steileren Gewindes 
^ = 25 mm, diejenige des anderen h = 21 mm und die Länge des Hebels 
H = 0,7 m betragen. 

Resultat: Es verhält sich rund P : Q = 1 : 1100. 

342. Wie gross sind die Steigungswinkel a und ß beider Schrauben- 
gewinde, wenn der Durchmesser des Schraubenbolzens d = 7 cm ist. 

Antwort: Austga = — ^ = undtg/9 = = folgt 

d jr 14 jr 2 jr 10 jr 

a = 60 29' 9'' und ^ = ö» 27' 17". 

343. Die Gleichgewichtsbedingung für eine Differentialschraube aus den 
Steigungswinkeln a und ß beider Gewinde und der Yerhältniszahl n zwischen 
dem Hebelsarm B und dem mittleren Spindelradius r anzugeben. 

T .. P tga-tg/S 

Losung: — - = 

Q n 



344. Wm ergiebt sieb für den spedeUen F«U a = 40°, 
= ^ = 12? 



Antwort: Ba Ist abgerundet - 



' 106,6 



346. In der »ob Fignr 129 ersichtlichen Hopfenpresee sitzt u der 
Kurbelwelle ein koniBches Zahnrad vom Halbmeseer r ond greift L 
Bolcbes vom RadiuB B, welches wiederum auf einer Schraabeonuitter mit da 
Ganghöhe g befestigt ist. Es boU die allgemeine Gleichgewicbtsbediugoiig 
zwischen dem von der Spindel amgeübten Druck Q nnd der am Knrbeb^Ltta 1 
wirksamen Kraft P abgeleitet und dabei anch die Beibnng durch E 
deB Wirkungsgrades tj berücksichtigt werden. 

Resultat: 2 l B x Ptj = rg Q. 

346. Welcher Druck wird also durch drei Arbeiter, welche mit je 20 kg 
auf die Kurbel, bezw. Radspeichen drlicken, mittels dieser Presse ausgeübt 
werden können, wenn 1=450, R = 225, r — iaO, g = 25 mm und 1^=0,4 Bind? 
Antwort: Q = 1620 ä = 5089,4 kg. 

§"• 

SchlnssbetrachtDDg. 

■Wir haben im Torstehendea die Gleichgewichtsbedingang^n 
für einige zusammengesetzte Maschinen entwickelt — nicht etwa 
bloss um der Schlussresultate 
willen, sondern hauptsächlich 
auch desw^en, am dem An- 
fänger zu zeigen, wie er durch 
einige Überlegung den Gleich- 
gewichtszustand iigend einer 
zusammengesetzten Mascbine 
auf die Beziehungen für das 
Gleichgewicht an einfachen 
Maschinen zurückführen kann: 
er braucht nur die erstere in 
ihre letzten Bestandteile zu 
zerlegen und die Kräfte au 
den Übertragungspunkten zu 
ermitteln. Von P oder Q aus- 
pig. ^29. gebend, erhält man mit Elimi- 

nation der fortpflanzenden Zwiscbenkräfte leicht die gewünschte 
Sleict^wichtsbedingung zwischen P und Q. 
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Alle auf diese Weise abgeleiteten P'ormeln sind nun zwar ' 
ToUkoramen richtig, wenn die Maschine im Ruhezustände sich 
befindet, und müssten es nach dem Gesetze vom Beharrungs- 
yermögen auch bleiben, so lange die einzelnen Maschinenteile 
sieh gleichförmig bewegen (siehe § 62), allein die Erfahrung 
lehrt, dass dem nicht so ist. Um eine Maschine im gleieh- 
förmigen Gang zu halten, ist vielmehr stets eine grössere 
Kraft erforderlich, als es die bisher entwickelten Gleichgewichts- 
fonneln verlangen und ist die Ursache davon in den Bewegungs- 
hindernissen, vor allem in dem Reibungswiderstande zu 
Buchen. Weil die Reibung unter Umständen von sehr wesent- 
lichem Einflüsse sein kann, wollen wir ihre Wirkung im nächsten 
Kapitel einer näheren Betrachtung unterziehen. 



Elftes Kapitel. 

Von der Reibung. 



Allgemeines. 

Wenn zwei feste Körper zusamraeagepresst werden, so äussert 
Sich gegen das Verschieben derselben in der Richtung der Be- 
rührungsflächen stets ein gewisser Widerstand, welcher Reibung 
genannt wird. 

Diese Erscheinung rührt offenbar daher, dass alle Körper an 
ihren Obei-fläehen nie absolut glatt, sondern mit geringeren oder 
grösseren Erhöhungen und Vertiefungen behaftet sind, selbst dann, 
wenn letztere auch nicht gefühlt oder mit blossem Auge gesehen 
werden können. Diese Unebenheiten beider Körper greifen nun 
ineinander ein und müssen folglich bei stattfindende!' Bewegung 
auseinander gehoben, umgebogen oder abgerieben werden. 

Aus der obigen Definition folgt, dass die Reibung 1, In 
der Richtung der Berührungsfläche und 2. der beab- 
sichtigten oder bereits vorhandenen Bewegung gerade 
entgegen wirkt, also hindernd bei der Erzeugung, fördernd 
hei de r Hemmung der 1 
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Nach der Art der Bewegung des reibenden Körpers unter- 
scheidet man gleitende und rollende oder wälzende Reibung; 
bei der ersteren bewegen sich die einzelnen Punkte des Körpers 
in der Richtung der Berührungsfläche, bei der letzteren haben 
die Oberflächenpunkte eine drehende und zugleich fortschreitende 
Bewegung. Eine besondere Art der gleitenden Reibung ist die- 
jenige zwischen einem um seine geometrische Achse rotierenden 
Zapfen und seinem Lager, die sogenannte Zapfenreibung. 

§ 73. 
Erfahrnngsgesetze nach Morin. 

Auf Grund der im vorigen Paragraphen enthaltenen Angabe 
fiber Richtung und Grösse des Reibungswiderstandes liegt es sehr 
nahe, die gleitende Reibung direkt durch folgenden einfachen 
Apparat zu messen: an einem kleinen Schlitten, welcher durch 
Gewichte beliebig belastet werden kann und auf wagerechten 
Schienen ruht, ist eine Schnur befestigt, die in horizontaler 
Richtung über eine feste Rolle läuft und an deren Ende eine 
Wagschale hängt. Die letztere wird nun genau so belastet, dass 
ein Anstoss genügt, um den Schlitten in eine gleichförmige 
Bewegung zu versetzen. Sieht man von der sehr geringen 
Beibnng in den Zapfen der Rolle ab, so stellt das Eigengewicht 
der Wagschale und deren Belastung diejenige Kraft, welche die 
ridtende Reibung überwindet, also zugleich den Reibungs- 
widerstand selbst dar. 

Indem man nun den Schlitten mehr oder weniger belastet, 
«owie Schienen und Schlittenkufen aus verschiedenen Materialien, 
ml vewchiedenen Breiten und Oberflächenbeschaö'enheiten an- 
«MBdet, h»t man es in der Hand, die Reibungswiderstände unter 
«nen mögücten vorkommenden Umständen zu messen. 

Coulomb und Morin waren es zuerst, welche auf diese 
Ari nUreiche Versuche anstellten und aus dem gesammelten 
^iMliiiiitimgsmaterial Schlüsse zogen. Unter der einschränkenden 
^fggjggtfOBOg^ dass die sich reibenden Körper an den Bei*ührungs- 
«itai «Wft gewissen Grad von Ebenheit und Glätte besitzen 
wal «dl ^wi* bedeutend erwärmen, noch merklich abnützen, 
m n folgenden Sätzen : 



1. Der ßeibiingswiderstand hängt ab von dem Stoffe, 
aus welchen die reibenden Körper bestehen und von dei 
Beschaffenheit der Berührungsflächen; er ist um so kleiner^ 
je glatter und härter die Körper sind. 

Die Reibung zwiBchen eingeschmierteD Flächeii ist in der Regel geringer 
ab diejenige ungeHchmierier Flächen und richtet sich wieder nach der Art 
der Schmiere; Öle und Fetle vermindern z. B. die Reibung bei Metallen, 
ehenBO Tslg, Seife und Orsphit bei Holz nuf Holz, während Wasaer und Ol 
iwiBchen den Beillhmngaflächen zweier Hölzer die Reibung vermehren; femer 
tmgt Holz auf Hok eine geringere Reibuog, wenn die Fasern parallel imd 
im Sinne der Bewegung, ala wenn sie rechtwinklig zu einander gerichtet 
find u. 8. w, 

2. Der Reibungswiderstand ist unabhängig von dei 
Örösse der Berührungsfläche, wenn letztere nicht so klein'] 
ist, dass sich der eine Körper in den anderen eindi-iickt. 

3. Die Reibung aus der Ruhe ist grösser ali 
Reibung während der Bewegung. 

Die eratere niiide in dem oben beachriebenen Experimente gemeasen 
werden durch die Belaatung mit Eigengewicht der Wngschale, welche den 
Körper aus längecem Ruheiustand in Bewegung veraetut; die 
Heibimg in der Bewe^mg dagegen nur durch eine horizontale Kraft, welche 
imstande ist, die bereits eingeleitete Bewegung gleichförmig zu 
«rbalten. 

4. Der Eeibungawiderstand während der Bewegung 
ist unabhängig von der Geschwindigkeit. 

5. Der Reib uDgs wider stand ist proportional dem 
Normaldruck zwischen den Berührungsflächen der sich 
reibenden Körper. 

Nach neuereu Versuchen von Bochet, Rennie und anderen 
lassen sich aber einige dieser Gesetze nicht unbedingt mehr 
aufrecht erhalten; wenigstens scheint festzustehen, dass sich die 
Reibung mit dem Drucke auf die Einheit der Berühi-ungsfläche 
und mit der Geschwindigkeit, namentlich bei hohen Werten dieser 
Grössen, nicht unbeträchtlich ändert 

§ 74. 

Relban^koürazient. 

Man denke sich zwei ganz bestimmte Köi"per erst mit einem 

Druck von 1 kg und dann mit einem beliebigen Druck von 

I Kilogrammen in lotrechter Richtung zur Berührungsfläche 



1 
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1 
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zusammengepresst und bezeichne die hierdurch entstehenc 

Reibungswiderstände mit f, bezw. W; dann gilt nach d 

fünften Erfahrungsgesetz von Morin die Proportion 

f : W = 1 : N, 
woraus folgt 

oder, weil f der ReibnngskogfflzieQt für die obigen beiden Eör{ 
genannt wird, die Wortgleichong 

Beihungskom»ien,t = Reibung widerstand 

Normaldruck 

Aus der obigen Beziehung ergiebt sich 

W=f N, (5 

sodass, wenn für einen bestimmten Fall f und N bekannt si 

der Reibungswiderstand erhalten werden kann, indem m 

den Normaldruck mit dem Reibungskoeffizient 

multipliziert. 

Übungsbeispiele. 

347. Ein Schlitten, welcher samt Belastong 1500 kg wiegt, wird 
horizontaler Bahn durch eine ebenfalls horizontal wirkende Kraft gleichmäa 
fortbewegt. Zwischen dem Schlitten nnd der Zugkraft ist eine Federwj 
eingeschaltet, welche auf 55 kg zeigt. Wie gross berechnet sich hieraus < 
Reibungskoeffizient in der Bewegung? 

Antwort: f = -^ = 0,0367. 

348. Welches war der Beibungskoefßzient in der Buhe, wenn bei ] 
ginn der Bewegung eine Zugkraft von 105 kg nötig war? 

Antwort: fo = 0,07. 

349. Eine horizontal gerichtete Kraft P erteilt einem Körper vom ( 
Wichte G auf horizontaler Ebene die Beschleunigung p Meter. Man ermitt 
den hierbei wirksamen Beibungskoeffizienten unter der Annahme, dass ( 
Luftwiderstand und die Geschwindigkeit ohne wesentlichen Einfluss auf t 

Bewegung sind. 

P p 
Lösung: f= — —<, worin g = 9,81 m, die Fallbeschleunigu 

bedeutet. 

350. Welches würde demnach der BeibungskoefQzient für den Fall se 
dass auf diese Weise einem Körper von 90 kg durch eine Kraft von 30 
eme Beschleunigung von 23 Dezimetern erteilt wird? 

Antwort: f = 0,099 -^ 0,1. 

351. Man gebe eine Formel füi* den Beibungskoeffizienten an, we 
unter den in Aufgabe 349 angeführten Umständen der Körper in t Sekund 
vom Buhezustande aus s Meter zurücklegt. 
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Lösung: f = 7=- — 



G gt2 

352. Die letzte Aufgabe für die speziellen Zahlenwerte P = 12 kg, 
G = 130 kg, 8 = 17,1 m und t = 10" zu lösen. 

Resultat: f= 0,057. 

353. Der kleinste aller bis jetzt bekannten Koe'ffizienten der gleitenden 
Beibimg ist nach Bennie deijenige bei Eisen auf Eis, nämlich 0,0143. Wenn 
mm ein 80 kg schwerer Schlittschuhläufer in einem gewissen Moment eine 
Geschwindigkeit von 12 m besitzt, wie lange und wie weit wird er dann 
noch lediglich infolge der Trägheit, und abgesehen vom Luftwiderstände, 

dahin gleiten? 

c c' 

Antwort: Li t = -? — = 85,54 Sekunden wird er noch 8 = 77-5 — 

fg 2fg 

= 513,2 Meter weit laufen, doch werden diese Zahlen in Wirklichkeit durch 

den Einfluss des Luftwiderstandes erheblich verringert. 

354. Welche Verzögerung erfährt ein beliebiger auf horizontaler Ebene 
fortgestossener Körper lediglich durch Einwirkung der gleitenden Beibung 
mit dem Koeffizienten f ? 

Antwort: p = fg. 

355. Ein Eisenbahnzug hat die Geschwindigkeit v = 12 m erlangt. 
Welche Strecke s wird er nach abgesperrtem Dampfe auf horizontaler Bahn 
ohne Bttcksicht auf Luftwiderstand noch zurücklegen, wenn der Beibungs- 
koeffizient f= 0,005 ist? 

Antwort: s = ^^ = -^ = 1468 m. 

356. Wie hoch berechnet sich die Dampf kraft einer Lokomotive, welche 
Mf horizontaler Strecke einem Zuge in t = 240' eine Geschwindigkeit v = 12 m 
mitteilt, wenn die Lokomotive und sämtliche Wagen eine Last Q = 100000 kg 
repräsentieren und der Beibungskoeffizient f = 0,005 ist ? 



Antwort: P = Q /f + -^\ = 1010 kg. 



357. Mit wie viel Pferdestärken muss die Lokomotive arbeiten, um die 
hl voriger Angabe gestellten Bedingungen zu erfüllen? 

Antwort: Mit N = (t + -^ ^ = 80,8 Pferdestärken. 

§ 75. 

KoSfBzienteii der gewohnliclieii gleitenden Beibnng 

nach Horin. 

Aus den Versuchen von Morin ergaben sich die Koeffizienten 
der gleitenden Reibung für die Körper aus den häufig vorkommen- 
den Materialien in den verschiedenen Beschaffenheiten ihrer Ober- 
flächen. Sie finden sich in jedem Lehrbuch der Mechanik, sowie 
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Ingenieurkalender, und wir wollen hier nur einige der wichtigstes 
anführen. In der folgenden Tabelle, welche der „Hütte" entnommen 
ist, bedeutet ==, dass die Bewegung in der Richtung der Fasen 
beider Körper, =b, dass sie normal gegen die Fasern des gleitendes 
Körpers und Xj ^^^ ^^^^ Hirnholz auf Langholz in der Faser- 
richtung des letzteren bewegt 



Namen 
der reibenden Körper. 


Lage 

der 

Fasern 


Zustand 

der 

Oberflächen 


Reibungsl 

der 
Ruhe 


Loefflzient 

der 
Bewegung 


Gusseisen auf Gusseisen oder f 
Bronze \ 




wenig fettig 


0,16 


0,15 


• 


mit Wässer 


m 


0,31 


Schmiedeeisen auf Schmiede- f 
eisen \ 




trocken 


• 


0,44 


• 


wenig fettig 


0,13 


• 


Bronze auf Gusseisen . . . 


• 


trocken 


• 


0,21 


Bronze auf Schmiedeeisen . 


• 


etwas fettig 


m 


0,lß 


Bronze auf Bronze . . . 


• 


trocken 


• 


0,20 


/ 


— ' 


trocken 


• 


0,49 


Gusseisen auf Eiche . . ./ 


= — 


mit Wasser 


0,65 


0,22 






trockne Seife 


m 


0,19 


Schmiedeeisen auf Eiche J 

V 


- 


mit Wasser 
mit Talg 


0,65 
0,11 


0,26 
0,08 




— 


trocken 


0,62 


0,48 




= 


trockne Seife 


0,44 


o,ie 


Eiche auf Eiche .... 


± 


trocken 


0,54 


0,34 




+ 


mit Wasser 


0,71 


0,25 




1 


trocken 


0,43 


0,19 


Rindsleder auf Eiche . . .| 


hohe 
Kante 


trocken 
mit Wasser 


0,43 
0,79 


0,33 
0,29 


Leder -Riemen auf Eichen- 










trommel 


= 


trocken 


0,47 


0,27 


Hanfseil auf Eiche .... 


= 


trocken 


0,80 


0,52 


Leder-Riemen auf Gusseisen J 


flach 
flach 


trocken 
mit Wasser 


0,54 
0,38 


0,30 
0,36 


Rindsleder als Kolben- j 
lidemng | 


' flach 


mit Wasser 


0,62 


• 


1 flach 

k 


Öl, Seife 


0,12 


m 
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übmigsbeispiele. 

358. Ein horizontales, gasseiflemes Sägegatter von 100 kg Gewicht läuft 
in Bronzebahnen. Wie gross ist die Beibnng nach Morin, wenn die BerUhrnngs- 
flachen wenig gefettet sind? 

Antwort: 15 kg. 

359. Welcher Effekt geht durch die Reibung in voriger Aufgabe per 
Sekunde verloren, wenn das Sägegatter 0,94 m Hubhöhe hat und während 
einer Minute 110 Züge macht? 

Antwort: 25,85 mkg, also reichlich ^^3 Pferdestärke. 

§ 76. 
Beibnng anf horizontaler Bahn. 

Eine Last Q ruht auf horizontaler Ebene LM (Fig. 130) 
und soll fortgezogen werden durch eine Kraft A B = P, welche 
mit dem Horizont einen beliebigen Winkel B A C = /9 einschliesst. 

Offenbar ist die Wirkung der Kraft P auf die Last Q insofern 
eine doppelte, als sie die letztere einerseits auf LM weiter zu 
bewegen, andererseits vertikal empor- 
zuheben sucht; wir zerlegen daher P 
nach den genannten Richtungen in die 
beiden Komponenten j 

AC = P cos ß und AD = P sin ß. 

Die erstere hat bei der horizontalen 

Bewegung des Körpers die Reibung zu 

überwinden und heisst deshalb die Arbeitskomponente ; die andere 

wirkt genau entgegengesetzt der Last Q, es verbleibt daher der 

Normaldruck 

N = Q — AD = Q — Psiui^ 

^d mithin ist, wenn f den Reibungskoeffizienten bezeichnet, der 
ßeibungswiderstand 

W = fN = Qf— Pfsin/g. 
Weil aber dieser Reibungswiderstand im Gleichgewicht ge- 
kalten werden soll durch die Komponente A C = P cos i^, so 
kaben wir 




woraus folgt 



P cos i3 = Q f — P f sin i3, 



.... /60i 

cosß-^fsinß ^ ^ 

als diejenige Kraft, welche der Reibung gerade das Gegen- 
gewicht hält. 
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§ 77. 
Beibung auf der sehiefen Ebene. 

Wir wollen nun die Bedingong des Gleichgewichtes, welcher 
ein Körper auf schiefer Ebene unterliegt, mit Eücksicht auf 
die gleitende Reibung entwickeln. Wie in § 59 bezeichnen 
wir zu dem Zwecke den Neigungswinkel HGJ (Fig. 131) der 
schiefen Ebene mit a, die La^ ME auf letzterer mit Q, die 
Kraft MF mit P und den Winkel FMB zwischen ihr und der 

schiefen Ebene mit ß und zerlegen 
Q und P in je zwei Seitenkrafte 
senkrecht und parallel zur schiefen 
Ebene, nämlich M E = Q in 
MC = Q cos a und M A = Q sina, 
sowie M F = P in 
MD = Psini9und MB=Pcosi?. 

Dann ist der auf die schiefe 
Ebene ausgeübte Normaldruck 
N = MC — MD 
= Q cos a — P sin /3 
und folglich derßeibungswiderstand 
^«' 131. W = f N = Q f cos « — Pf sinÄ 

wenn f, wie gewöhnlich, den Koeffizienten der stattfindenden 
Reibung bezeichnet 

Soll jetzt eine Bewegung der Last aufwärts erfolgen, so 
wirkt die Reibung hindernd, folglich muss für den Gleich- 
gewichtszustand die Arbeitskomponente 

MB = MA + W 
oder 

P cos /S = Q sin a + Q f cos a — P f sin i9 
sein. Die Auflösung dieser Gleichung nach P ergiebt 

sin a -\- f cos a 




P-Q 



(61) 



cos ß -{- fsin ß 

worin P so bestimmt ist, dass die geringste Vergrösserung eine 
Aufwärtsbewegung der Last Q zur Folge hätte. 

Wenn dagegen eine Abwärtsbewegung der Last Q be- 
absichtigt wird, so tritt der Reibungswiderstand für die Kompo- 
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nente MB fordernd ein und es ist mithin die Bedingung des 

Gleichgewichtes 

MB = MA — W 
oder 

p cos /J = Q sin a — Q f cos « + P f sin ft 

woraus man erhält 

COS ß — fstn ß ^ ^ 

als diejenige Kraft, welche eben noch ein Abwärts- 
gleiten der Last Q verhütet. Solange also der Wert von P 
zwischen den durch die rechten Seiten der Gleichungen 61 und 62 
dargestellten Zahlengrössen liegt, kann keine Bewegung entstehen. 

Auch hier sind bezüglich der Kraftrichtung die zwei besonderen 
Fälle wichtig, dass dieselbe parallel zur Länge und parallel zur 
Basis der schiefen Ebene ist. 

I. Wenn P parallel zur schiefen Ebene und folglich /9 = 
ist, so erhalten wir aus 61 

^=Q(sina^fco8a)j • (63) 

diejenige Kraft, welche die Last aufwärts zu ziehen 
sucht und dabei die Eeibung überwindet, und aus 62 

P=Q(8vna—fco8a)9' - . • (64) 
die Kraft, welche gerade noch ausreicht, um mit Hilfe 
der Reibung die Last vor dem Herabgleiten zu bewahren. 

n. Ist P parallel zur Basis der schiefen Ebene, so 

liaben wir ß = — «zu setzen, und es ergiebt sich, weil 

cos ( — a) = cos a, sin ( — «) = — sin a 

ist, aus 61 

p ^ sin a + f cos a 

cos a — f sin a 
oder 

J>=Q. tga^f .... .g^. 

'^ 1—ftga ^ ^ 

die Kraft, welche mindestens nötig ist, um die Last auf- 
wärts zu bewegen. Dagegen entsteht aus 62 in analoger Weise 

als diejenige Kraft, welche eben noch imstande ist, die 
Last Q von einem Heruntergleiten auf der schiefen Ebene 
abzuhalten. 

Geigenmttller, Meobanik. Y^ 
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Übiingrsbeispiele« 

360. Auf einer Horizontalebene soll eine Last von 1000 kg dnreh eine 
Kraft in Bewegung gesetzt werden, welche mit dem Horizont nacheinander 
Winkel von 0, 10, 20 und 30 Grad einschliesst. Wie gross muss jene Kraft 
in jedem einzelnen Falle sein, wenn der Reibungszkoeffizient der Buhe 0,3 
beträgt? 

Antwort: Po = 300kg, P, = 289,3kg, P2 = 287,8kg und P3 = 2%,3kg. 

361. Wie gross würde aber die Kraft sein müssen, wenn ihr Winkel 
mit dem Horizont 40, 50 und 60° wäre? 

Antwort: P4 = 312,8 kg, P.-, = 344,5 kg und Po = 395,9 kg. 

362. Auf einer schiefen Ebene, welche einen Winkel von 12 » mit dem. 
Horizont einschliesst, befindet sich eine Last von 500 kg; an letzterer wiitfc 
eine Kraft unter einem Winkel von 23° gegen den Horizont Wie gros^ 
muss diese Kraft sein, um eine Aufwärtsbewegung zu bewirken, und wi^ 
gross, um ein Abwärtsgleiten zu verhindern, wenn der Reibungskoeffiziei^'t; 
0,2 ist? 

Antwort: 197,85 kg, resp. 6,51 kg. 

363. Eine sehr glatte Schlittenbahn steigt um 10 0/0. Wie viel Kra^-ft 
parallel zur Bahn ist nötig, um eine Last von 2500 kg aufwärts zu befördern, 
wenn der Reibungskoeffizient zu 0,04 angenommen wird? 

Antwort: 349,5 kg, also rund 350 kg. 

364. Welche Kraft wäre bei nur 2 0/0 Steigung erforderlich ? 
Antwort: 150,21 kg. 

365. Man bestimme die Kräfte, welche in den beiden letzten Aufgaben 
wirken müssten, um den Schlitten am Zuiückgehen zu hindern. 

Resultate: Bei 10 o/^ Stei^ng ist eine Kraft von 160 kg erforderlich, 
bei 2 0/0 Steigung dagegen gar keine ; denn weil sich aus der 64. Formel 
P = — 48,5 ergiebt, so müsste noch eine Kraft von 48,5 kg abwärts ziehen, 
um den Schlitten zum Zurückgehen zu bringen. 

§ 78. 
Der KeibungswinkeL 

Ruht ein Körper vom Gewichte G auf einer unter dem 

Winkel a gegen den Horizont geneigten Ebene, ohne dass eine 

weitere Kraft auf ersteren wirkte, so zerlegt sich G in zwei 

Komponenten, nämlich in die parellel zur schiefen Ebene abwärts 

gerichtete Zugkraft 

K = G sin « 

und in den Normaldruck 

N = G cos a, 

ß? ist daher der Reibungswiderstand 

W = f G cos a, 
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welcher der Zugkraft genau entg^engesetzt wirkt und mithin 
die Resultante zwischen beiden 

W — K = G (f cos « — sin «). 

Für « = 0, also auf horizontaler Ebene, wäre K = und 
W= f G. Lässt man jetzt a stetig wachsen, so nimmt sin« 
zu und cos a ab, folglich wird K = G sin a grösser, dagegen 
W = f G cos a kleiner, und es muss mithin einmal der Moment 
eintreten, wo K gleich W wird. Dieser Fall findet aber nach 
der letzten Gleichung statt, wenn 

sin « — f cos a = 

oder 

tff a =/ 

ist. Diesen besonderen Wert von «, bei welchem der Körper zu 
gleiten beginnen will, nennt man den Reibungswinkel; be- 
zeichnen wir denselben mit q, so haben wir 

eine Beziehung, welche uns sagt, dass die goniometrische Tangente 
des Reibungswinkels dem Reibungskoeffizienten gleich ist und 
uns ein einfaches Mittel an die Hand giebt, um den Reibungs- 
koeffizienten experimentell zu bestimmen: Man braucht bloss den 
fraglichen Körper auf eine um eine horizontale Achse bewegliche 
Ebene zu legen und letztere so lange vorsichtig zu drehen, bis 
der Körper zu gleiten beginnt, resp. sich gleichförmig die schiefe 
Ebene herunter bewegt. Der gefundene Grenzwinkel ist der 
Reibungswinkel und folglich nach 67 seine Tangente der Reibungs- 
koeffizient; natürlich hat dies Verfahren auch noch Geltung für 
die wälzende Reibung. 

Setzt man den Wert von f aus 67 in 61 ein, so folgt 

p ^ sin a -|- tg (> cos « sin « cos (> -|- sin (> cos « 

~~ ^ cos i3 + tg (> sin /^ ^ cos ß cos (> + sin q sin (i 
oder 

^ cos (ß — (>/ 

die Kraft zum Aufwärtsziehen, und analog aus 62 

sin (a — q) 

^ ' cos (ß + (>; 

die Kraft gegen das Abwärtsgleiten auf der schiefen 
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Übnngsbeispiele. 

366. Einer der grössten Reibungskoeffizienteii iflt deijenige von BLalk- 
stein auf Kalkstein bei gespitzter Oberfläche, nämlich f = 0,78. Bei welcher 
Neigung zum Horizont würden dieselben anfangen, aufeinander hinzugleiten? 

Antwort: Bei37o57'. 

367. Aul einer unter dem Winkel a gegen den Horizont geneigten 
£bene befindet sich eine Last Q, an welcher eine zur Ebene parallel gerichtete 
aufwärts strebende Kraft P wirkt. Wie gross muss P sein, damit erstens 
die geringste Vennehrung eine Aufwärts- und zweitens die kleinste Ver- 
minderung eine Abwärtsbewegung zur Folge hat, wenn der Reibungswinkel 
mit Q bezeichnet wird? 

Antwort: JP= Q . - — i~ ^^, worin das obere Zeichen für den 

cos Q 

ersten, das untere für den zweiten Fall gilt. 

368. Die vorige Aufgabe für die Zahlenwerte Q = 369 kg, a = 10» 
und () = 4» zu lösen. 

Resultate: 89,49 kg, resp. 38,68kg. 

369. Auf einer unter « = 16° zum Horizont geneigten Ebene wird 

eine Last Q = 1000 kg mittels der zur schiefen Ebene parallelen Kraft 

p = 467,9 kg gleichförmig aufwärts gezogen. Man bestimme hieraus den 

Reibungskoefftzienten und den Reibungswinkel. 

p 

Lösung : Aus f = tg p = tg a ergiebt sich rund f = 0,2 

Q cos a 
und (i = U0 30'. 

370. Ein Körper durchläuft die ganze Länge 1 einer schiefen Ebene, 
welche mit dem Horizont den Winkel a bildet, in t Sekunden gleichförmig 
beschleunigt vom Ruhezustande aus. Man soll aus diesen Angaben den 
Koöfözienten der stattfindenden Reibung berechnen. 

Lösung: f=tga 

g t2 cos a 

371. Was erhält man für f , wenn 1 = 25 m, die Höhe der schiefen 
Kb(>ue h = 7 m und t = 25" gegeben sind? 

Autwovt: 0,283. 

§79. 

Beibnng am Keil. 

Auf die Seitenflächen AB und AD eines doppelten Keiles 
i ^'ilt^ ^J)^) wrken rechtwinklig die gleichen Drücke 

\^«^b9^ )Mich § 60 die aufwärts gerichtete Resultante 

JRi = FG = 2Q8ina 

A4Kit^5»i^ ^»rt»W man unter a den halben Keilwinkel B AF = FAD 
'■«^.;!i<dMtk AflßSÄdem verursachen aber die Seitendrücke Q in deik 
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ßichtnngen BÄ, bezw. DA die beiden gleichen Beibungswlder- 
stände fQ, welche den Winkel D AB = 2a einschliessen nnd 
sich folglich zur Mittelkraft 

Bj = 2 / CO« a 
yereinigen. Stellt nun erstens P diejenige Kraft dar, welche 
nonnal zum Eneken wirkt und den Keil eintreiben soll, so 
rnnss B, und B, von P überwunden werden, und wir haben als 
(Hädigewiditsbedingung 

F=R, +Ri 
= 2Q (ain a + feoa a) 
oder, indem wir mittels der 
67. Beziehung 

^'^ cosp »- 

den Eeibuagswiakel p ein- 
führen, 

sine 
cost> 
« P -}- sin e cos 



P=2 



Q(»i 




nnd das ist 



»0 



ain (a + q) ^ 
cos p 



(SS) 



Wenn es sich dagegen zweitens nicht um das Eindringen, 
sondern tun das Zurückgehen d^ Keiles handelt, so wirkt die 
E«il)img gerade entgegengesetzt wie vorhin, und es ist die 
Kraft, welche das Zurückspringen des Keiles eben noch ver- 
hüten soU, 

-P* = H, — Bs = 3Ö (»in. a — fco8 a) 

oder 

f' = 3Q. ^"^"-PA .... (69) 
•* cos Q ' -' 

Hierin wird offenbar P' positiv, Null oder negativ, jenachdera 
sin (ß — p) = 0, jenachdem also 

a — p ^ oder k ^ p 
^^. Im oberen Fall, wo der halbe Keilwinkel a den 
irinkel p überwiegt, moss die aus No. f 
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Kraft P^ normal auf den Rücken des Keiles abwärts drücken^ 
um letzteren zu halten. Im mittleren Falle, in welchem a = q, 
wird der Keil lediglich durch die Reibung vor dem Zurück- 
springen bewahrt und im letzten Falle, wenn « < (>, sitzt 
der Keil fest; denn es gehört dann noch die aus Formel 69 zu 
bestimmende Kraft P' dazu, um ihn herauszuziehen. 

Jedenfalls muss, wenn der Keil als Befestigungsmittel 
dienen soll, et << (> sein, damit die entstehende Reibung für sich 
allein das Lösen yerhindert. 

In der Praxis lässt man den Befestigungskeil selten in eine 
vollkommene Schärfe auslaufen, sondern schneidet denselben parallel 
zum Rücken ab, sodass der Normalquerschnitt ein Trapez darstellt 
Selbstverständlich ist dann der Keilwinkel derjenige, welcher von 
den verlängert gedachten Seiten eingeschlossen wird. 

Übungsbeispiele. 

372. Senkrecht zum Kücken b = 42 mm eines doppelten Keiles wirkt 
die Kraft P = 120 kg. Welchen Widerstand Q rechtwinklig zur Seit& 
1 = 221 mm kann die Kraft P überwinden, wenn der Reibungskoeffizient 
f=0,5 ißt? 

A + ^ f^ PI 60-221 .^, oo 1, 

Antwort: Q 7=— ^r =: — -^ — = 101,22 kg. 

b4-f^4l2-b2 131 

373. Welcher Seitendruck Q würde aber ohne Reibung ausgeübt 
werden können? 

Antwort: Q' = ^ = 60_221 ^ ^^^^^^ ^^ 

374. Wie viel beträgt demnach der Wirkungsgrad dieses Keiles? 

Antwort: w = -^ = ^ ^=:^ = 0,1603, also -^ 16V 

' Q' b + f)/4l2 — b2 131 

375. Den Wirkungsgrad desselben Keiles für den denkbar geringsten 
Reibungskoeffizienten f = 0,1 anzugeben. 

21 
Resultat: ^ = — = 0,4884, die Nutzarbeit beträgt also knapp 49 ^/^^ 

4») 

der Totalarbeit. 

376. Würde im letzteren Falle die Reibung noch ausreichen, um den 
Keil im Spalt festzuhalten? 

Antwort: Ja; denn aus « = 5" 27' 9" und (> = 5o 42' 33" folgt a < q. 

Sil. Welchen Vorteil bietet denn wohl der Keil noch dar, wenn man 
die grosse Reibung und den damit verbundenen geringen Wirkungsgrad in 
Erwägung zieht? 
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Antwort: Der Keil ist die einzige einfache Maschine, welche durch 
Schläge mit schwerem Hammer getrieben wird. Da aber nach § 21 die 
Arbeitsfähigkeit einer bewegten Masse mit dem Quadrate der Ge- 
schwindigkeit wächst, so kann trotz geringem Wirkungsgrade ein be- 
deutender Effekt erzielt nnd die grosse Keibung muss sogar als höchst 
willkommen angesehen werden, insofern sie das Zurückspringen des Keiles 
verhindert. 

§ 80. 
Beibnng an der Schraube. 

Die Schraube ist in ihrer mechanischen Wirkungsweise zu 
betrachten als eine schiefe Ebene, deren Höhe und Basis dar- 
gestellt werden durch die Ganghöhe A D = B C = g und dem 
Spindelumfang A B = 2 r ^r (Fig. 133) der Schraube ; der Winkel 
der schiefen Ebene mit dem Horizont ist zugleich der Steigungs- 
winkel C A B = a des Schraubengewindes. 




Fig. 133. 



Weil ausserdem die Kraft P' tangential am mittleren 
Schraubenbolzenumfang, also in Hinsicht auf die schiefe 
Ebene parallel zur Basis wirkt, so ist auf Grund der beiden 
Formeln 65 und 66 



JP' 



Q,JfL^^f 



(70) 



1 ^ftga 

die Kraft, welche die Last Q und die Eeibung zu über- 
winden imstande ist oder aber die Schraube mit Hilfe 
des Eeibungswiderstandes am Zurückgehen eben noch 
hindert, jenachdem die beiden oberen oder die beiden 
lauteren Vorzeichen gelten. 

Die Formel 70 kann zunächst, je nach dem praktischen 
Bedürfnis, in zweifacher Hinsicht umgeformt werden. Will man 
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erstens statt des]SteigiingswinkeIs a die Ganghöhe g und den 
mittleren Bolzenhalbmesser r einführen, so setzt man 



BC g 



Aß 2v X 



and erhält 



g 



P' = Q 



2rx 



1=F '■« 



oder 



JP =(? 



2r :t 



2r n^fg 

Zweitens kann man mittels der Formel 67 

den Eeibungswinkel (> an die Stelle des Reibungskoeffizienten 
bringen; denn Formel 70 geht hierdurch über in 

p, _ Q tg«±tg(> 
^ l=Ftgt. tg(/ 
oder mit Benützung sehr bekannter goniometrischer Beziehungen 

P^ = Qtg(a±Q) (71) 

Wenn die Umdrehungskraft der Schraube, P, nicht am 
Hebelsarm r, sondern am Hebelsarm R wirkt, so ergiebt sich 
aus PR = P'r 

F = — P 

r 

und mithin ist 

Die vorstehenden Gleichungen gelten jedoch nur für Schrauben 
mit rechteckigem (flachem) Gewinde. Wie man sich durch 
Zerlegung von Q in zwei Komponenten, wovon die eine recht- 
winklig zur Schraubenfläche und die andere normal zur Schrauben- 
achse wirkt, leicht überzeugen kann, ist bei Schrauben mit 
dreieckigem (scharfem) Gewinde der Normaldruck auf die 
Schraubenfläche, und mithin auch der Reibungswiderstand, 
bedeutend grösser und zwar um so mehr, je grösser der 
Winkel ist, den die Erzeugungslinie der Schraubenfläche mit der 
Achse des Schraubenbolzens bildet. 
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Dies ist der Qnmd, wamm sich das rechteckige Gewinde 
am besten zu den Kraftmaschinen, das dreieckige (trapezf iJnnige) 
sich dagegen mehr zur Befestigung eignet (Fig. 134). Bei Be- 
festigungsschrauben kommt aber offenbar ausser der ßeibnng im 
G-ewinde anch noch diejenige zwischen der Schranbenmatter und 
ihrer ünterli^e in Betracht 

§81. 
Wirkangsgrad der Schraabe. 

Bereits in § 17 wurde erklärt, dass für eine jede Maschine 
der Wirkungsgrad 

nutzbar gemachte Arbeit 

^ ~ aufgewandte Arbeit 
ist, worin sich beide Arbeiten auf dieselbe Zeit zu beziehen haben. 

Da nun offenbar bei einer Schraube als Bewegungshindemis 
lediglich die Beibnng in Betracht kommen kann, so wird die auf- 
gewandte Arbeit geleistet durch diejenige Kraft P', welche die 
Last Q mit Reibung gleichförmig zu bewegen 
vermag, dagegen würde die nutzbar gemachte 
Arbeit produziert werden von jener Kraft P", 
welche die ntlmliche Last Q ohne Reibung auf 
dieselbe Höhe gleichmäßig zu heben imstande 
wäre. Legt der Angriffepunkt jeder dieser beiden 
Kräite, welche wir der Einfachheit halber am 
mittleren Bolzennmfang wirken lassen wollen, den 
Weg s zurück, so ist 

P" s P" 
"^P^^P^ 
d«- Wirkungsgrad der Schraube. Es war aber nach § 61 



= Qtgfl 
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Weil ferner aus Formel 71 mit Benützung des oberen Vor- 
zeichens 

P' = Q tg (a + q) 
sich ergiebt, so folgt 

Diese Formel sagt uns, dass der Wirkungsgrad tj einer 
Schraube mit rechteckigem Gewinde, einerseits vom Steigungs- 
winkel a des letzteren und andererseits vom Reibungswinkel (>, 
das ist zugleich vom Reibungskoeffizienten f abhängt. Der Einfluss 
von (> auf Tj ist ohne weiteres klar; denn weil für denselben 
Wert von « der Nenner des obigen Bruches — tg (« + (>) — 
wächst, während der Zähler (tg «) unverändert bleibt, so 
fällt ri bei einem bestimmten Steigungswinkel um so geringer 
aus, je grösser (>, je bedeutender mithin auch der Reibungs- 
koeffizient ist, eine Thatsache, die ja von vorne herein feststand. 

Nicht so leicht ist zu erkennen, wie der Wirkungsgrad tj bei 
konstantem (> mit dem Steigungswinkel a sich ändert, weil in 
der Beziehung 72 mit wachsendem a sowohl der Zähler tg a 
als auch der Nenner tg (a -f- q) zunehmen. Um doch ein 
Urteil über die Natur der Abhängigkeit zwischen a und 7; zu 
gewinnen, nehmen wir den Reibungskoeffizienten beispielsweise 
zu 0,17 bis 0,18, mithin den Reibungswinkel q rund zu 10® an 
und setzen für den Steigungswinkel der Reihe nach 

10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80 Grad 
in Formel 72 ein. Als zugehörige Werte des Wirkungsgrades ?; 
erhalten wir 

0,48; 0,63; 0,69; 0,71; 0,69; 0,63; 0,48 
und sehen nun, dass mit wachsendem Steigungswinkel der Wirkungs- 
grad Tj erst zu- und später wieder abnimmt. Da im vorliegenden 
Falle der grösste Wert von ri, nämlich 0,71, bei a = 40® ein- 
tritt, so wäre der letztere der günstigste Steigungswinkel für 
Bewegungsschrauben unter der Bedingung, dass der Reibungs- 
winkel 10® beträgt. 

Für die Reibungswinkel 

6, 8, 12, 14, 16 Grad 
würden wir auf analoge Weise die respektiven Werte von 

42, 41, 39, 38, 37 Grad 
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als diejenigen Steigungswinkel erhalten, welche die höchsten 
Wirkungsgrade erzielen, nämlich 

0,81; 0,76; 0,66; 0,61; 0,57. 

Man sieht, dass zur Erreichung des möglichst grossen Nutz- 
effektes bei den Bewegungsschrauben sehr erhebliche Steigungen 
der Gewinde nötig sind. Zu Gunsten grosser Drücke geht man 
in der Praxis häufig sehr unvorteilhaft hiervon ab. 

Übungsbeispiele. 

378. Unter welcher Bedingung wird eine Schraube mit rechteckigem 
Gewinde vor dem freiwilligen Zurückgehen bewahrt, wenn der Steigungs- 
winkel a, die Ganghöhe g und der mittlere Spindelhalbmesser r ist? 

Antwort: Es muss der Reibungswinkel Q ^ a oder der Reibungs- 
koeffizient f > sein. 

379. Für eine Schraube ist der mittlere Bolzenradius 3 cm, die Gang- 
höhe des rechteckigen Gewindes 1 cm und der Reibungskoeffizient 0,14. 
Welcher Druck kann durch eine Kraft von 50 kg ausgeübt werden, wenn 
letztere am Ende eines durch den Schraubenkopf gesteckten Hebelarmes 
0,6 m wirkt? 

Antwort; Cu-ca 5142 kg. 

380. Wie gross würde sich aber der Druck ohne Rücksicht auf Reibung 
herausstellen ? 

Antwort: Auf rund 18850 kg. 

381. Welches wäre demnach der Wh'kungsgrad dieser Schraube? 

5142 
Antwort: w = tööet^ = 0,273. 
' 18850 

382. Würde die Schraube am freiwilligen Zurückgehen lediglich durch 
die Reibung gehindert werden? 

er 1 

Antwort: Ja; denn es ist = - — = 0,053 • • • • bei weitem 

kleiner als f = 0,14. 

383. Man bestimme den Steigungswinkel a und den Reibungswinkel q 
der in Rede stehenden Schraube. 

Resultate: a = 3« 2' 12", (> = 7» 58' IV. 

384. Den Wirkungsgrad 7] nunmehr nach Formel 72 zu berechnen. 
Lösung: 1^ = 0,2727. 

385. Wenn (> auf 8° abgerundet wird, bei welchem Steigungswinkel 
würde der gi'össte Wirkungsgrad eintreten? 

Antwort: Bei a = 41 o wüi-de ?y am grössten, nämlich gleich 0,76 sein. 
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386. Welches Verhältnis zwischen Ki*aft und Last würde jetzt bestehen 
müssen, damit jene imstande ist, diese 

a. gleichförmig aufwärts zu bewegen und 

b. eben noch vor dem Zurückgehen zu bewahren? 

Lösungen: zu a. P : Q = 1 : 17,386. 
zu b. P : Q = 1 : 31,315. 

§ 82. 
Zapfenreibnng. 

Da die Zapfenreibung nur eine spezielle Art der gleitenden 
Reibung ist, so gelten natürlich für erstere auch die gleichen 
Gesetze wie für letztere. Bezeichnet daher <p den Reibungs- 
koeffizienten, so ist, wie früher, der Widerstand bei der 
Zapfenreibung 

sobald N den Normaldruck zwischen den reibenden Flächen 
bedeutet. 

Was nun den Koeffizienten ^ der Zapfenreibung anlangt, so 
ist derselbe nach Versuchen von Morin bei Zapfen aus Schmiede- 
eisen oder Gusseisen, laufend in Lagern aus Gusseisen, Glocken- 
gut oder Messing, geschmiert mit Talg, Öl oder Schweinefett: 

bei ununterbrochener guter Unterhaltung = 0,054 
und bei gewöhnlicher Abwartung = 0,07 bis 0,08. 

Dagegen ergaben neuere Versuche von Waltjen und Rühlmann, 
welche mit einer grossen Anzahl von Schmiermitteln ausgeführt 
wurden, dass der Wert von ^ meist zwischen 0,02 und 0,03 liegt 
und endlich findet Kirchweger den Koeffizienten der Zapfenreibung 
bei Schmierung mit Rüböl oder Kohäsionsöl 

1. für Schmiedeeisen auf Bronze = 0,014 und 

2. für Schmiedeeisen auf Weissguss = 0,01.*) 

Stimmen auch die Ergebnisse der letzteren Versuche nicht 
überein, so zeigen sie doch, dass die Koeffizienten der Zapfen- 
reibung jedenfalls erheblich kleiner sind, als die von Morin an- 
gegebenen Werte. 



*) Kirchweger schloss ausserdem aus seinen Versuchen, dass der Reibungs- 
koeffizient unabhängig sei vom spezifischen Druck und von der (Ge- 
schwindigkeit 
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§83. 

Beibnng am cylindriscben Tragzapfen. 

Da der Keibungswiderstand W bei einem horizontalenjimd 

cylinderförmigen Zapfen in der Richtung der Tangenten am 

Cylindermantel wirkt, so ist in Bezug auf die Drehachse sein 

Hebelsarm gleich dem Halbmesser r des Zapfens und sein statisches 

Moment 

M = Wr = <f Nr, ... (73} 

das heisst: Das Eeibungsmoment für einen cylindriscben 
Tragzapfen ist gleich dem Produkte aus dem Reibungs- 
koeffizienten, dem Normaldruck und dem Zapfenhalb- 
messer. 

Die zur Überwindung der Reibung nötige mechanische 
Arbeit ist gleich Widerstand mal Weg, also während einer 
Umdrehung des Zapfens 

Ws = W2 rn = 2nrif)N9 

folglich, wenn n die Tourenzahl bezeichnet, innerhalb einer Minute 
und mithin 

23t 

E = -^r^ Nn 

die Arbeitsgrösse, welche die Zapfenreibung während 
einer Sekunde beansprucht. Wird r in Metern und N in 
Kilogrammen ausgedrückt, so ergiebt sich aus der letzten 
Gleichung E in Meterkilogrammen; man erhält daher mittel* 
Division durch 75 



oder, weil 



ist: 



^ E 2 n 

^ = -75^ 60 75 ^^^^ 



= 0,0013962 - 0,0014: 



60 75 



91 = 0,0014 r (f K n, ... (74/ 

den durch die Reibung am cylindriscben Tragzapfen pro 
Sekunde verursachten Arbeitsverlust in Pferdestärken. 

Wäre z. B. der Zapfendruck 8000 kg, der Zapfenradius 6 cm, der 
BeibungskoefQzient 0,05 und die Umdrehungszahl in der Minute 7, so hätten 
wir in der letzten Formel 



190 

r = 0,06; ^ = 0,05; N = 8000: n = 7 
zn setzen und bekämen 

Sfl = 0,0014 . 0,06 . 0,05 • 8000 • 7 = 0,2352 : 

die Zapfenreibung würde also in diesem Falle nicht ganz ^4 Pferdestärke 
konsumieren. 

§ 84. 

Zapfenreibnng am Wellenrade. 

Die Kraft P hat den Halbmesser R des Rades und die Last Q 
den Halbmesser r' der Welle zum Hebelsarm; das Gewicht des 
Wellrades sei G, der Zapfendruck N, der Zapfenradius r und der 
Reibungskoeffizient <f. Dann ist die Bedingung für den Zustand 
der gleichförmigen Bewegung im Sinne der Kraft: 

PJR = Q r' + (f Nr (75) 

Der Zapfendruck hängt hierbei offenbar von den am Wellen- 
rade wirksamen Kräften P, Q, G und den Richtungen derselben 
ab ; wir können uns dies bezüglich auf die Anführung der beiden 
am häufigsten vorkommenden Fälle beschränken: 

1. Sind P, Q und G parallel, so haben wir 

jenachdem P vertikal abwärts oder vertikal aufwärts wirkt; 
mithin geht 75 über in 

PU =Qr' + (f (Q+ GJr h (f Fr, 

woraus folgt 

als diejenige Kraft, welche sowohl die Last Q als auch die 
Zapfenreibung zu überwinden imstande ist. Man hat hierbei 
das obere oder das untere der beiden Vorzeichen im Nenner 
zu nehmen, jenachdem P lotrecht nach unten oder lotrecht nach 
oben wirkt; es ist leicht zu übersehen, dass bei allen möglichen 
Richtungen, die P haben kann, im ersten Fall der Zapfendruck 
und mithin auch die Reibung — unter sonst gleichen Umständen — 
am grössten, dass dagegen im letzten Falle N und W am kleinsten 
ausfallen. Das obere Zeichen liefert daher für P den möglichst 
grossen, das untere den möglichst kleinen Wert. 
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2. In der Regel bildet die Kraft P einen rechten Winkel 
mit Q und G, und man hat dann nach dem Pythagoräischen 
Lehrsatz 

Mit Einführung dieses Wertes in die Gleichung 75 würden 
wir aber eine für P quadratische Gleichung und für die An- 
wendung viel zu umständliche Ausdrücke erhalten. Wir benützen 
daher Poncelets Näherungsformel 

V^' + CQ+ Gr = o,4r+ 0,96 (Q + G), 

wodurch unter der in unserem Falle stets erfüllten Bedingung, dass 

ist, höchstens der Fehler von 4 pro Cent des wahren Wertes be- 
gangen wird — ein Fehler, welcher kaum in Betracht kommt, 
wenn man an die unsichere Bestimmung des Reibungskoeffizienten 
und an die vielen Zufälligkeiten denkt, welche letzteren beein- 
flussen können. Wir setzen den obigen Näherungswert in 75 ein, 
erhalten 

j^R == Q^.i ^ Q^4 rvif + 0,90 (Q+ G)r(f) 

und somit 

It — 0,4: Tip 

Wenn endlich drittens die Kraft P an einer Kurbel normal 
zur letzteren arbeitet, so erleidet der Zapfendruck eine be- 
ständige Änderung und schwankt zwischen den beiden 
äussersten Werten Q + G -f- P und Q + G — P, ist also im 
Mittel Q + G. Für 

ergiebt sich aber aus 75 
und folglich ist 

H 

diej enige durchschnittliche Kraft, welche an einer Kurbel 
die Last Q, sowie die Zapfenreibung überwinden kann. 

Soll beispielsweise mittels eines 50 kg schweren Haspels, für welchen 
der Seiltrommelhalbmesser 120 mm, der Zapfenradius 25 mm und die Kurbel- 
länge 360 mm betragen, bei einem Reibungskoeffizienten 0,06 die Last von 
300 kg gehoben werden, so erhalten wir die hierzu notwendige Kraft aus 
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der letzten Formel durch Einsetzen von G = 50, r' = 120, r = 25, R = 360, 
Q = 300 und ^ = 0,06, nämlich 

_ 300 . 120 + 360 . 25 . 0,06 _ 

r ggg lUi,40 Kg, 

während ohne Zapfenreibung nur 100 kg erforderlich wären; die letztere 
beansprucht also knapp IV2 pro Cent der aufzuwendenden Kraft. 

§ 85. 
Zapfenreibnng an der Bolle. 

Bezeichnet Qian die Radien der festen Eolle und des Zapfens 
mit B, bezw. r und nimmt zunächst an, dass P und Q gleich 
gerichtet sind, so ist bei Vernachlässigung des geringen Eigen- 
gewichtes der Bolle der Zapfendruck 

N = P + Q, 
mithin der Widerstand der Zapfenreibung 

W = N^ = (P + Q)^, 
und es folgt aus der Gleichgewichtsbedingung 

PB = QB + (P + Q)r^: 

jt — r<f ^' 

die Kraft, welche, abgesehen von der Seilreibung, die Last Q 
gleichmässig zu heben fähig ist. 

Soll dagegen die Last Q nur am Zurückgehen gehindert 

werden, so wirkt die Zapfenreibung gegen letzteres und im Sinne 

von P, es ist daher die Gleichgewichtsbedingung 

PB + (P + Q)r^ = QB, 
woraus entsteht 

li -{- r <f) ^^ 
die Kraft, welche mit Hilfe der Zapfenreibung und ohne Bück- 
sicht auf Seilreibung der Last Q nur ein gleichförmiges Herab- 
sinken gestatten würde. 

Bilden die beiden Seilenden einen rechten Winkel, 
so ist der Zapfendruck 

N=yp2 + Q^ 

oder, weil P und Q nur sehr wenig verschieden sind, annähernd 

N = Qy27 
mithin das Beibungsmoment 
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M = r y Q ]/2 
and die Gleichgewichtsbeziehung 

PR=FryQlf2"=QR 
oder _ _ 



P = 



« = 0-^^)?' 



worin man das obere oder untere Zeichen gelten lassen muss, 
jenachdem die Last Q gehoben oder vor dem Zurückgehen 
eben noch bewahrt werden soll. 

An der losen Rolle ist der Zapfendruck unter allen Um- 
ständen gleich der Last Q, vermehrt um das Eigengewicht G des 
Rollenkörpers, folglich das Moment der Zapfenreibung 

M = (Q + G) r <p. 

Sind nun die Seilenden vertikal, so ist das statische 
Moment der Last mit Rollengewicht (Q + G) R und das Moment 
der Kraft 2 P R, mithin die Bedingung des Gleichgewichtes für 
Aufwärtsbewegung 

2 P R = (Q + G) R + (Q + G) r ^, 

woraus sich ergiebt 

Wir haben das Eigengewicht G bei der festen Rolle ver- 
nachlässigt, dagegen bei der losen berücksichtigt, weil es 
dort nur die Reibung, hier aber auch zugleich die Kraft P 
beeinflusst. 

Übungsbeispiele. 

387. Ein 9 Meter hohes Wassen-ad wiegt 12000 Kilogi-amm. Welche 
Kraft P muss tangential an seiner Peripherie wirken, um das Rad in gleich- 
förmiger Bewegung zu erhalten, wenn der Zapfenradius 8 cm ist, der Reibungs- 
koeffizient 0,03 beträgt und der Einfluss von P auf den Zapfendruck als ver- 
schwindend betrachtet wird? 

Antwort: P = 6,4 kg. 

388. Wie gross würde sich aber diese Kraft P herausstellen, wenn man 
öire Einwirkung auf den Zapfendruck berücksichtigt und annimmt, dass sie 
vertikal abwärts wii'kt, also diejenige Richtung hat, in welcher sie den Zapfen- 
^ck am meisten verstärkt? 

Antwort: Es ergiebt sich P = 6,4034 kg, also ein von 6,4 kg äusserst 
^enig verschiedener Wert. 

Oeigenmüller, Mechanik. '\^ 
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389. Man bestimme die sekundlichen Arbeiten, welche an dem Wasser- 
rade einerseits die Zapfenreibnng konsumiert und andererseits die Kraft P an 
der Radperipherie produziert, wenn n = 4 ist. 

Lösung: Für beide erhält man 12,1 mkg. 

390. Mittels eines Weibrades, für welches R = 100 cm, r' = 18 cm, 
r = 4 6m, ip = 0,06 und G = 150 kg gegeben sind, soll eine Last von 1000 kg 
gehoben werden; man bestimme die hierzu nötige Kraft, wenn dieselbe 
1. vertikal abwärts und 2. vertikal aufwärts gerichtet ist. 

Resultate: Zu 1. P = 183,25 kg und zu 2. P = 182,32 kg. 

391. Welches sind die Wirkungsgrade des Wellrades in diesen beiden 
Grenzfällen unter der Voraussetzung, dass von der Seilsteifigkeit abstrahiert 
wird? 

Antwort: 0,982, resp. 0,987. . 

392. Was ergiebt sich in Aufgabe 390 für eine Kraffc, welche horizontal 
am Umfange des Rades wirkt? 

Antwort: P = 182,84 kg. 

393. Welche Last kann mit Hilfe eines 60 kg wiegenden Haspels, dessen 
Wellenhalbmesser (einschliesslich der halben Seilstärke) 12 cm und dessen 
Zapfenradius 2 cm lang sind, gehoben werden, wenn an den beiden 42 cm 
langen Kurbeln jeder von 2 kräftigen Arbeitern durchschnittlich einen Normal- 
druck von 10 kg ausübt und der Reibungskoeffizient zu 0,1 angenommen wird? 

Antwort: Eine Last von 67,87 kg. 

394. An einer Bnmnenwinde ist die Kurbel 40 cm, der Wellendurch- 
messer 20 cm und der Zapfenradius 2 cm lang; um die Welle ist ein 2 cm 
dickes Seil geschlungen, welches an dem einen Ende einen 15 kg wiegenden 
leeren und am anderen Ende einen 75 kg schweren vollen Eimer trägt. 
Welchen mittleren Druck auf den Kurbelgriff hat man anzuwenden, wenn der 
Reibungskoeffizient 0,07 und das Gewicht der Winde 50 kg ist? 

Antwort: Den Druck P = 16,99 ^ 17 kg. 

395. Für eine Differentialwelle sind die beiden Halbmesser der Welle 
(inkl. der halben Seildicke) 9^1 und r, die Kurbellänge l, der Zapfem*adius r 
und der Zapfenreibungskoeffizient </). Man entwickele die allgemeine Gleich- 
gewichtsbedingung für das Emporziehen der Last Q durch die Kraft P unter 
Berücksichtigung der Zapfenreibung und mit Vernachlässigung der Seil- 
steifigkeit. 

P 9t — r + 2 r c/ 
Lösung: ^ = 

396. Die Bedingung des Gleichgewichtes gegen das Zurückgehen der 

Last anzugeben. 

P 9t — r — 2 r (/ 
Lösung: - = -^ 

397. Was ergiebt sich in den beiden vorstehenden Fällen bei Rücksicht- 
nahme auf das Eigengewicht der Differentialwinde? 

Antwort: P = ^^^^T^ Q dz -y- (Q + G). 
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398. Zwischen welchen Grenzen von P würde demnach eine Differential- 
welle im Gleichgewichtszustände sich befinden für den Fall, dass 1 = 40 cm, 
9l = 12cm, r = 10cm, r = 2cm, ^ = 0,08, Q = 4000kg und G = 100kg sind? 

Antwort: Zwischen 116,4 kg und 83,6 kg. 

399. Wie gross ist der Wirkungsgrad dieser Differentialwinde? 
Antwort: 0,859. 

400. Vermittelst einer festen Rolle soll eine Last von 100 kg gehoben 
werden. Welches ist die hierzu erforderliche Kraft, wenn der Zapfenhalb- 
messer 1 cm, der Eollenhalbmesser 16 cm und der Winkel zwischen den 
verlängerten Seilenden 60 « und der Reibungskoeffizient 0,08 gegeben sind? 

Antwort: P = 100,866 kg. 

§ 86. 

Das Bremsdynamometer. 

Um die Arbeitskraft einer Betriebsmaschine genau zu erfahren, 
bedient man sich eines Apparates, welcher das Bremsdynamo- 
meter oder der Pronysche Zaum genannt wird. Derselbe ist 
in Figur 135 dargestellt und besteht in der Hauptsache aus einem 
längeren Hebel E A, an welchem links zwei segmentartig ausge- 
schnittene Holzstücken D D durch die beiden Schrauben E F be- 
festigt sind und an dessen rechtem Ende A eine Wagschale hängt. 




Fig. 135. 

Diesen Apparat steckt man nun so auf die vom Motor be- 
wegte Welle C, dass letztere durch die Backen oder Sättel D D 
genau umschlossen wird und ein Anziehen der Schraubenmuttern EE 
eine Pressung, infolgedessen auch Reibung zwischen dem Um- 
fange der Welle und den inneren Flächen der beiden Bremsbacken 
erzeugt; zwei feste Hindemisse G und H, welche oberhalb und 
imterhalb des Hebels angebracht werden, verhüten ein Umher- 
schleudem des letzteren und gestatten seiner Bewegung einen 
iinr geringen Spielraum. 
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Hat man jetzt alle Arbeitsmaschinen von der Betriebswelle 
getrennt und zieht die Mattem EE in dem Masse an, dass die 
Welle diejenige Anzahl n von Umdrehungen per Minute macht, 
welche sie für den gewöhnlichen Betrieb der Anlage haben muss, 
so ist die Nutzarbeit unserer Kraftmaschine künstlich in Eeibung 
umgesetzt: es kommt also nur noch darauf an, diejenige mecha- 
nische Arbeit, welche durch den Reibungswiderstand W am Um- 
fange der Welle C verbraucht wird, genau zu messen. 

Zu dem Ende belastet man die in A aufgehängte Wagschale 

so lange mit Gewichten, bis der Hebelsarm B A zwischen G und H 

horizontal frei schwebt. In dem Moment, wo letztere Thatsache 

eingetreten ist und zugleich die Welle C die vorgeschriebene 

Tourenzahl n hat, kann das Experiment als glücklich beendet 

angesehen werden ; denn bezeichnen wir den Halbmesser C J der 

Betriebswelle mit r, die Belastung des Punktes A mit Q und 

den Hebelsarm von Q in Bezug auf die Wellenachse mit 1, so 

sind W r, Q 1 die statischen Momente von W und Q in Beziehung 

auf C, und es ergiebt sich aus der Momentengleichung 

Wr = Ql 
der Reibungswiderstand 

r ^ 

Mithin ist der Arbeitsverbrauch der Reibung nach einer 
vollen Umdrehung der Welle 

also nach einer Minute 

A = 2 n InQ 

und demnach während einer Sekunde 

das ist zugleich der Nutzeffekt der Kraftmaschine in Meter- 
kilogrammen, sobald man nur 1 in Metern und Q in Kilo- 
grammen ausdrückt. Mittels Division durch 75 entsteht 



oder, weil 



ist. 



^= 75 ^ 2250 ^^^' 



^ = 0,001396 - 0,0014: 



2250 

N = 0,0014: InQ, (76p^ 
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die sekundliche Nntzarbeit der Eraftmaschine (Wasserrad, 
Turbine, Dampfinaschine etc.) in Pferdekräften. 

Bezüglich der Anwendimg^ von Pronys Zaum in der Praxis sei noch 
bemerkt: 

1. Wenn die BetriebsweUe C zn schwach oder nicht genan cylindrisch, 
resp. nicht sauber abgedreht ist, so nmgiebt man sie mit einem gnsseisemen 
Bremsringe, dessen Achse mit der Rotationsachse der Welle genau zusammen- 
fallt und welcher selbstverständlich an die letztere fest angeschraubt werden 
muss. Liegt die Tourenzahl der Welle zwischen 15 und 30, so macht man 
nach Poncelet den Durchmesser des Bremsringes bei einer sekundlichen Arbeit 

von 6 bis 8 Pferdestärken 16 Centimeter, 
„ 15 „ 25 ^ 30 bis 40 Centimeter und 

„ 40 „ 60 , 65 „ 80 

lang, damit der zwischen der Welle und den Bremssätteln notwendige Druck 
nicht zu gross wird und von einem oder zwei Menschen mit Hilfe von 
Schraubenschlüsseln bequem hervorgebracht werden kann. 

2. Um einer zu grossen Erhitzung der sich reibenden Körper vorzubeugen, 
wird vermittelst des Eanales E den Reibungsflächen beständig Seifenwasser 
zugeführt 

3. In der Belastung Q ist nicht nur das Eigengewicht der Wagschale, 
sondern auch das auf den Punkt A reduzierte Eigengewicht des 
Bremsdynamometers einbegriffen. Wiegt nämlich der ganze Apparat 
Gr Kilogramm und ist a der kürzeste Abstand seines Schwerpunktes S von 
einer durch C gehenden Senkrechten, so wirkt eine Kraft P mit dem Hebels- 
arm 1 genau dasselbe wie G, wenn 

Pl = Ga 
ist. Folglich haben wir in 

das auf den Druckpunkt A reduzierte Eigengewicht vom Pronyschen Zaum; 
die Länge a kann hierbei experimentell leicht festgestellt werden, indem man 
den Apparat auf einer scharfen Schneide, z. B. auf einer dreikantigen Feile, 
80 lange verschiebt, bis er frei schwebt*): denn dann liegt der Schwerpunkt S 
des Bremsdynamometers lotrecht über der Feilkante. 

Übrigens kann man die ganze letzte Operation spai'en, wenn man das 
Bremsdynamometer ausbalanciert, d. h. den Hebel links von C deraiüg 
belastet, dass der Schwerpunkt vertikal über der Drehachse C zu liegen 
kommt; denn in diesem Falle ist a und demnach auch P gleich Null. 

4. Die Belastung Q kann auch ersetzt werden durch die Spannung eines 
Seiles, dessen Enden einerseits in A am Hebel und andererseits an einer 

*) Noch einfacher findet man den Druck P, welchen das eigene Ge- 
weht G des Instrumentes im Punkte A ausübt, wenn man den Sattel D lose 
auf eine Welle setzt und den Endpunkt A des Hebels an eine Federwage 
bangt; die Zugkraft an letzterer giebt P an. 
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Federwage befestigt sind. Ist dieses Seil genau lotrecht gespannt, so zeigt 
die Federwage direkt den Draek Q an, welcher notwendig ist, um der Reibung 
in jedem Augenblick das Gleichgewicht zu halten. 

5. Bei vertikal stehender Welle kann zwar das Bremsdynamometer eben- 
falls zweckentsprechend benutzt werden, es muss aber dann der Endpunkt A 
des Hebels in einer horizontalen Führung laufen, weil sonst das Eigengewicht 
eine Verdrehung der ganzen Bremse herbeiführen könnte. Die Zugkraft Q 
in A kann entweder mit einer Federwage oder auch durch ein Gewicht ge- 
messen werden, welches an einem über eine feste Bolle geleiteten Seile hängt; 
selbstverständlich muss das Seilstück von A bis zur Rollenperipherie genau 
horizontal und ausserdem perpendikulär zum Hebel BA gerichtet sein. 

6. Offenbar kann man mit dem Bremszaum für ein und dieselbe Kraft- 
maschine eine ganze Reihe von Versuchen anstellen, indem man den Nutz- 
effekt bei verschiedenen Umfangsgeschwindigkeiten der Betriebswelle bestimmt. 
Ein Vergleich der erhaltenen Resultate lässt dann erkennen, bei welcher 
Tourenzahl die Nutzarbeit am grössten ist. 

Übnngsbeispiele. 

401. Um die Nutzleistung eines Wasserrades, welches in einer Minute 
6 Umdrehungen machen soll, zu erfahren, setzt man auf seine Welle ein 
vorher ausbalanciertes Bremsdynamometer, dessen Hebelsarm 3,6 m lang ist. 
Nachdem man mittels vorsichtigen Anziehens der Bremsbacken durch die 
Schraubenmuttern die vorgeschriebene Tourenzahl und durch allmähliches 
Auflegen von Gewichten auf die Wagschale den Gleichgewichtszustand des 
Instrumentes herbeigeführt hat, addiert man die aufgelegten Gewichtsstücke 
zusammen und findet 226,25 kg. Wie gross berechnet sich hieraus der Nutz- 
effekt des Wasserrades in Pferdestärken? 

Antwort: N = 6,822 PS. 

402. Welches ist der Wirkungsgrad des Wasserrades in voriger Aufgabe, 
wenn in jeder Sekunde 850 Liter Wasser zufliessen und das nutzbare Gefälle 
1,5 Meter beträgt? 

Antwort: r/ = ^^ = 0,401. 

403. Die Nutzarbeit einer Turbine zu berechnen, wenn bei 76 Um- 
drehungen in der Minute der 2,9 Meter lange Hebelsarm des Bremsdynamo- 
meters auf die Federwage einen Druck von 147,5 kg ausübt? 

Resultat: 45,4 PS. 

404. Wie hoch stellt sich der Wirkungsgrad dieser Turbine, wenn das 
Aufschlagwasser 1,6 Kubikmeter und das Gefälle 3 Meter beträgt? 

Antwort: 7j = 0,71. 

405. Für das Wasserwerk der Stadt Bern wurden 1878 zwei ganz gleiche 
Turbinen von zusammen 230 Pferden ausgeführt (G. Meissner, „Wasserräder 
und Turbinen"), und garantierten die Lieferanten eine Nutzleistung von 70 %. 
Vor Übernahme der Motoren seitens der Stadt Bern sollten die Leistungen 
beider Tui-binen von Sachverständigen festgestellt werden und wurden zu 
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-aem Ende zwei sorgfältige Versuche mit einem Bremsdynamometer, dessen 
Hebel genau 4 Meter lang war, vorgenommen. 

Die erste Torbine hatte ein totales Gefälle von 1,712 Meter, das Auf- 
schlagwasser betrag 6675 Liter und bei 100 Umdrehungen der Turbinenwelle 
in der Minute war eine Belastung des Hebels von 180 Kilogramm notwendig; 
wie hoch berechnet sich hieraus der theoretische und der Nutzeffekt in 
Pferdestärken? 

Antwort: Ersterer zu 152,348 und letzterer zu 100,8 PS. 

406. Weil aber der Pronysche Zaum nicht direkt an der Turbinenwelle, 
sondern erst an einer zweiten Transmissionswelle angebracht werden konnte, 
so kommt zur gebremsten Leistung von 100,8 PS noch der Arbeitskonsum 
der Reibung zweier konischer Räderpaare und der beiden Transmissions- 
wellen in ihren Lagern. Um den Reibungswiderstand zu messen, wurde die 
Turbine gänzlich vom Wasser entleert, jede Belastung der ausbalancierten 
Bremse entfernt und allmählich auf das Hebelende Gewichte gelegt. Wenn 
nun bei 13 kg die Transmission samt Turbine sich zu drehen anfing, wie 
hoch berechnet sich dann der Arbeitsverbrauch durch Reibung und mithin 
die effektive Leistung der Turbine? 

Antwort: Die Reibungsarbeit ist bei hundert Touren pro Sekunde 
7,2 PS und folglich die Nutzarbeit der ersten Turbine 108 Pferdestärken. 

407. Wie gross ist demnach der Wirkungsgrad der ersten Turbine? 
Antwort: 0,7089 oder rund 71 Prozent. 

408. Für die zweite Turbine war das Gefälle 1,69 Meter, die sekund- 
liche Wassermenge 6480 Liter und bei 97,6 Umdrehungen per Minute die 
Hebelbelastung des Bremsapparates 179,5 kg. Man bestimme hieraus die 
Totalarbeit, die Nutzarbeit und den Wirkungsgi*ad der Turbine, wenn der 
Verlust durch die Reibung der Transmission so gross wie vorhin ange- 
nommen wird. 

Resultate: Totalarbeit 146 Pferde, Nutzarbeit 98 + 7,2 = 105,2 Pferde 
und der Wii'kungsgrad 0,72 oder 72 Prozent. 

§ 87. 
Reibung am yollen ebenen Spurzapfen. 

Wenn eine Wellenachse vertikal gerichtet ist, so entsteht 
an der kreisförmigen Basis des cylindrischen Zapfens die 
gewöhnliche gleitende Reibung und sind daher die in § 76 
zusammengestellten Koeffizienten anzuwenden. 

Was aber das statische Moment dieser Reibungsart in 
Bezug auf die Drehachse anbelangt, so können wir bei neuen 
Spurzapfen annehmen, dass der in der Richtung der Wellen- 
achse wirkende Druck D sich gleichmässig auf die Unter- 
stützungsfläche verteilt und dass daher auf alle Punkte der 
letzteren gleich grosse und parallele Kräfte wirken. 



Zerlegen wir jetzt die Basis des Zapfens durch die Radien OB, 
OE ■ ■ ■ (Fig. 136) in zahllose Sektoren, welche als Dreiecke be- 
trachtet werden können, so ist der Angriffspunkt der Resultante 
von allen auf die einzelnen Punkte der letzteren wirkenden Normal- 
kräfte laut der in § 42 angeführten Difinition zugleich der Schwer- 
punkt der homogenen Dreiecksfläche B E ; die resultierenden 
Diücke sämtlicher Sektoren, aus welchen die Kreisfläche besteht, 
wirken daher in der Peripherie eines Ki-eises, welcher mit dem 

2 
Halbmesser ~ r um beschrieben wird. 

Es ist folglich das Moment des ßeibungswiderstandes 
in Beziehung auf die Rotationsachse: 



,fl}. 



(77) 



Die durch die Reibung verbrauchte Arbeit ist in vor- 
stehendem Falle während einer Umdrehung des Zapfens 



folglich bei der Tourenzahl n innerhalb einer 
Minute 




oder, weil 



3575 



mithin während einer Sekunde 



und zwar in Meterkilogrammen, sobald r mit 
Meter und D mit Kilogrammen gemessen sind. 

Hieraus ergiebt sich weiter 

= 0,0009308 — 0,000931 ist: 



.V = 0, 000931 frnl>,- ■ • (78) 

der durch die Reibung am stehenden Kreiszapfen ver- 
ursachte Arbeitsverlust in Pferdestärken, 

Hierbei ist natiirUeh die (sehr geringe) Reibung am Mantel 
des Zapfens, welche durch kleine Schwankungen der Welle und 
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dadurch herbeigeführte seitliche Drücke verursacht werden kann, 
nicht mit in Betracht gezogen worden. 

Fängt der neue Zapfen an zu laufen, so ist die Abnutzung 
desselben nach der Peripherie zu wegen der grösseren Geschwindig- 
keit bedeutender als nach dem Mittelpunkte zu und infolgedessen 
bleibt die Verteilung des Normaldruckes auf die Grundplatte nicht 
gleichmässig, sondern derselbe wird nach dem Umfange der kreis- 
förmigen Basis hin allmählich geringer ; hierdurch rückt aber die 
(kreisförmige) Angriffslinie des resultierenden Druckes mit der 
Zeit etwas näher an den Mittelpunkt heran. Diese ungleich- 
förmige Abnutzung des Zapfens dauert aber offenbar nur so lange 
an, bis zwischen der Einwirkung der Geschwindigkeitsdifferenz 
und dem Einflüsse des Druckunterschiedes ein Ausgleich statt- 
gefunden hat; von diesem Augenblicke an erfolgt die weitere 
Abnutzung des Zapfens gleichmässig und man sagt: der Zapfen 
hat sich eingelaufen. 

Durch schätzungsweise Rechnung ward gefunden und die 

Erfahrung hat bestätigt, dass die Druckresultante im Abstände — 

vom Centrum angreift; es wäre demnach für den einge- 
laufenen vollen Stützzapfen das Reibungsmoment 

yfl = ^rfl) (79) 

und der Verbrauch an Arbeit pro Minute 

folglich per Sekunde 

frl)n 



oder in Pferden 



60 



W = ^ÖÖ ^ '* ^ ^ = 0,000698 f r n JD. (SO) 

Aus den Formeln 77 bis 80 können wir schliessen, dass 
unter sonst gleichen Umständen die Reibung an neuen Stütz- 
zapfen grösser ist als an den eingelaufenen und zwar um 
3378 ®/o; denn setzen wir die Gleichungen 77 und 79, bezw. 78 
und 80 ins Verhältnis, so folgt 

M:^ = N:9l = 4::i. 
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§88. 
Zwei allgemeine Bemerkungen Ober Zapfenreibang. 

Wir haben im vorstehenden die Reibung nur für zwei Zapfen- 
formen bestimmt, nämlich für den cylindrischen Tragzapfen, 
sowie für den vollen ebenen Spurzapfen, und zwar schon 
aus dem Grunde, weil die Hilfsmittel der niederen Mathematik 
nicht ausreichen, um die Reibung auch für andere, hie und da 
vorkommende Formen (z. B. konische, Kugel- und Antifriktions- 
zapfen) zu ermitteln. 

Glücklicher Weise werden aber die beiden zuerst genannten, 
die eigentlichen Normalzapfen, in der Praxis fast ausschliess- 
lich angewendet und zwar mit vollem Rechte; denn wie 
von Reiche zeigt, verbrauchen sie unter sonst gleichen Umständen 
von allen Zapfenformen durch die Reibung am wenigsten 
mechanische Arbeit, erfordern also auch das geringste Mass 
von Schmiere und verursachen zugleich die unbedeutendste 
Materialabnutzung. 

Die Formeln 74, 78 und 80 lassen erkennen, dass der durch 
die Zapfenreibung pro Sekunde verursachte Arbeitsverlust mit 
dem Reibungskoeffizienten f, resp. ^, dem Zapfenhalbmesser r, 
der Umlaufszahl n und dem Zapfendruck D gleichmässig wächst; 
man sollte daher, so weit es die praktischen Verhältnisse ge- 
statten, diese vier Grössen immer so klein als möglich zu machen 
suchen. Hat man dies auch bezüglich der beiden letzten meistens 
weniger in der Hand, so kann man doch den Zapfenradius stets 
so gering machen, als es die Festigkeit auf die Dauer erfordert 
und ist auch imstande, den Reibungskoefflzienten durch reichliche 
stetige Zufuhr von gutem Öl oder durch geeignete Schmiermittel 
auf ein Minimum herabzudrücken. 

Übnngsbeispiele. 

409. Das Gewicht einer Turbine samt Welle und darauf sitzendem Zahn- 
rade beträgt 1800 kg, die Stärke des Stiftes an der Basis 2,5 cm und die 
Anzahl seiner Umdrehungen in der Minute 100. Wie viel Arbeit pro Sekunde 
konsumiert die Reibung des Stiftes, wenn derselbe a. noch neu und b. schon 
eingelaufen ist, den EeibungskoefQzienten zu 0,1 angenommen? 

Lösungen: a. 15,7 und b. 11,8 Meterkilogramm. 

410. Bei einer anderen 2500 kg wiegenden Turbine, welche während einer 
Minute 32 Umläufe macht, ist der Halbmesser des ebenflächig-kreisförmigen 



and bereits ebgelanfenen Stiftzapfeiu 3 cm, der Beibongskoeffizient 0,076, 
du Aofscbla^wsBBerqiuuitiiin pro Sekunde 0,6 cbm und daa OefXUe 1,6 m. 
Hui beetimnie den durch die Zapfenreibmi^ vemnachton Ärbeiteverlust im 
Vert^tnis znm absolnten Effekt 

LSaang: Die Itoibungurbiut beträgt 9,426 mkg, die Totalarbeit 960mkg 
in der Seknnde, folglich die entere nahesn 1 'ja' der letzteren. 

411. Der LSnfer eines Mahlguges wieg;! 900 kg nnd mscht 100 Umi^nge 
in der Hinnte, «^rend der stEhleme nod gut eingeUufene Spnizapfen des 
80 kg Bchweten HUhleisene 48 mm Dwchmesser hat Wie viel Beibnngs- 
aibeit wird eekuDdlicti an^brancht, wenn der Koeffizient zn 0,06 angenommen 
werden darf? 

Antwort 7,24 Meterkilogramm 

413 Han beBtunme fUr emen noch neuen, atebenden 
und ebenen Ringzapfen (Pig 137) daa Eeibunge M 1 

moment M und die aekimdUche Keibnngsarbeit E, wenn |^ {J 

die beiden Badien K, r der BerUhmngsflacben m Metern, ^ /( y.r- 
der Zapfendmck D m Kilogrammen, die Tourenzahl n 
und der Koefßzient f der gewöhnlichen gleitenden Beibung 
gelben amd 

AnflCsung Teilt man den Ereunng durch Radien 
in zahlloae (gleiche) Stücke, ao ut nach dem Reaultate 
der Aufgabe 227 für ein jedes aolchea BingstUck der 
Abetand des SchwerpunkleB vom Centram, daa iat zugleich der Hebelsarm 
des reauMerenden Zapfendruckea, 

= £ g* + ■«*■+ '■' 
'^~ 3 R + r ' 

weil ftlr verschwindende Ceutriwinkel die Bögen sich nicht mehr 
von den zugehörigen Sehnen unterscheiden und folglich auch 
a ^ flin a iat; mithin ergiebt sich als Moment der Reibung eines ebenen 
Risgxapfena 

Leicht erhält man jetzt auch den Reibungaetfekt 

_ 3r Ä* + K )■ 4- r' 

£ = 2^ ■ lf~T. — ^** " Meterktlofiraimne. 

413. Wie hoch stellt sich aber das Moment 3R und der seknndliche 
Arbeitakonanm S heraua, wenn sich der in voriger Aufgabe genannte Ring- 
zapfen bereite vollkommen eingelaufen hat, aodaas man ala Hebelsarm des 
reenitierenden ZapfendrnckeB das Mittel ana den beiden HalbmeaBem R und r 
annehmen darf? 

Resultate: Ea ergiebt sich 
Sm= ^^ -fD und e = ^f(R-f r)nD Meterkilogramme. 



Flg 1S7 
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§ 89. 
Die wälzende Reibung. 

Auch für die rollende Reibung ist noch keineswegs eine 
definitiv feststehende Theorie vorhanden; es ist aber ftir die 
Praxis vorläufig vollkommen ausreichend, wenn man mit Coulomb 
annimmt, dass der Widerstand dieser Reibungsart direkt 
proportional dem Drucke Q gegen die Unterlage und ver- 
kehrt proportional ist dem Halbmesser R des rollenden 
Cylinders. 

Es lassen sich diese beiden Gesetze sogar theoretisch be- 
gründen; denn wenn ein Cylinder mit dem Radius C A = GL = K 
(Fig. 138) und der Belastung Q auf einer horizontalen Ebene XY 

an ein Hindernis bei A (welches auch 
durch Eindrücken der Walze in die 
Unterlage entstehen kann) stösst, über 
welches er durch eine in der Walzen- 
^ achse C angreifende horizontale Kraft P 
hinweg gehoben werden soll, so sind 
die Hebelsarme von P, resp. Q die 
Strecken AB, resp. AE und folglich herrscht zwischen beiden 
Kräften Gleichgewicht, wenn die Beziehung 

r AB== Q AE 




oder 



r = 



AE 
AB 



Q 



besteht. Ist nun das Hindernis bei A im Verhältnis zum 
Walzenhalbmesser sehr klein, so ist AB nahezu gleich 
CL = R und mithin 

r = AE %' 

Wir bezeichnen die Höhe der Unebenheit EL mit h und 
erkennen aus der mit Hilfe des Pythagoräischen Lehrsatzes durch 
das Dreieck AEC leicht abzuleitenden Formel 

AE = ym — fit — h)^ = Y^^^ — ^9 

dass A E einesteils von h, also von der Beschaffenheit des Weges, 
anderenteils vom Walzenhalbmesser R abhängt. 
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Diese Strecke AE, welche selbstverständlich mit derselben 
Längeneinheit wie R gemessen werden muss, heisst der Koeffi- 
zient der wälzenden Reibung. Wir setzen letzteren gleich '^ 
nnd haben dann in 

diejenige Kraft, welche im Mittelpunkt der Walze in hori- 
zontaler Richtung wirkt und die rollende Reibung auf wagerechter 
Bahn zu überwinden imstande ist ; geht die Bewegung auf schiefer 
Ebene vor sich und ist P parallel zur letzteren, so hat an die 
Stelle von Q der Normaldruck N zu treten. 

Wird R in Centimetern ausgedrückt, so ist nach Versuchen 
von Coulomb: auf Unterlage von Eichenholz 

für Walzen aus Pockholz ip = 0,046, 
„ „ „ Ulmenholz ip = 0,08 
und auf eisernen Schienen 

für gusseiseme Räder ip = 0,05. 

§ 90. 
Reibung bei Fuhrwerken. 

An jedem Rade eines Fuhrwerkes treten die rollende und die 
Zapfenreibung zugleich auf. Stellt Q die Belastung nebst dem 
Eigengewichte des Wagens dar, sind R, r die Halbmesser des 
Rades, bezw. des Zapfens und, wie früher, <p und ^ die KoefBzienten 
beider Reibungsarten, so haben wir in Beziehung auf die Dreh- 
achse als Moment der Zapfenreibung ^ r Q und als Moment der 


wälzenden Reibung tp ~ R = t^ Q. Mithin ist das Moment der 

horizontalen Kraft P 

woraus folgt 

P = %(<pr^^) (82) 

Weil r im Zähler und R im Nenner steht, so braucht auf 

horizontalem Wege die Horizontalkraft P, welche das Fahrzeug 

bewegt, um so geringer zu sein, je kleiner der Zapfenradius 

und je grösser der Radhalbmesser ist. Auf die Anzahl der 

Räder kommt es hierbei nicht an, weil der Reibungswiderstand 

i 
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derselbe bleibt, ob nan der Dmck Q auf einer einzigen Achse 
lastet oder sich auf beliebig yiele yerteilt 

Fasst man aber beide Eeibnngsarten zusammen nnd setzt 
die Zugkraft P proportional der Last Q, also 

P=ßQ. <S3) 

so ist nach Versuchen yon Morin der Widerstandskoöffizient ß 

auf sehr guter, trockener und ebener Schotter- 
strasse -L bis ^ 

auf harter Schotterstrasse mit leichten Geleisen 

und weichem Kot _ bis — , 

27 45^ 

auf schlechter Schotterstrasse mit hartem rauhen 

Grunde J_ bis i 

13 2r 

auf sehr gutem Pflaster — bis , 

65 108^ 

auf festem Erddamm _ bis — , 

27 45^ 

auf einer Brückenbahn von Holz . , . . _ bis — 

43 71 

und 

für Eisenbahnwagen ^ bis ■ 

250 370 

Die links stehenden grösseren Zahlen ergaben sich bei 
Wagen mit 1,25 Meter hohen Rädern, dagegen die rechts 
stehenden kleineren Werte bei Versuchen mit Wagen, deren 
Räder 2,1 Meter im Durchmesser massen; für Räder, deren 
Durchmesser innerhalb dieser Grenzen liegen, könnte man ver- 
hältnismässige Zwischenwerte wählen. 

Übmigsbeispiele. 

414. Welche Kraft ist nötig, um die rollende Reibung einer 42000 kg 
wiegenden Lokomotive zu tibei*winden, wenn die Durchmesser der Hader 
1,4 Meter betragen? 

Antwort: P = 30 kg. 

415. Ein Cylinder aus Ulmenholz von 10 kg Gewicht und 50 cm Durch- 
messer liegt auf einer horizontalen Bahn von Eichenholz; man bestimme 
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diejenige durch die Achse des Cylinders gehende Horizontalkraft, welche den 
letzteren gleichförmig zu bewegen imstande ist. 
Resultat: 32 Gramm. 

416. Eine Last soll auf horizontaler Bahn MN (Fig. 139) vermittelst 
der Walzen A, B und der Platte C D durch die in C wii*kende Horizontal- 
ki-aft P fortbewegt werden; die Last inkl. Platte sei mit Q, der Halbmesser 
der Walzen mit r, die Koeffizienten der 

rollenden Reibung, einerseits zwischen 

Walzen und Unterlage, andererseits 

zwischen Walzen und Platte, seien mit 

%f)y resp. rp^ bezeichnet. Es soll P mit 

und ohne Berücksichtigung des Ge- yjj^^ 

wichtes G beider Rollen ermittelt 

werden. 




Fig. 139. 



Resultate: Man findet 1^ = 



2r 



bei Berücksichtigung 



und jP = ft^ -f ip^) -J^ bei Vernachlässigung des Eigengewichtes beider 

Walzen. 

417. Ein Körper von 240 kg Gewicht soll mittels hölzerner Walzen von 
17,2 cm Durchmesser und einer zwischengelegten Eichenholzbohle auf gutem 
ebenen Steinpflaster fortgeschafft werden. Wie gross muss mindestens die 
Zugkraft P sein, wenn die bezüglichen Reibungskoeffizienten 0,16 und 0,74 sind? 

Antwort: 12,05 kg. 

418. Ein Wagen, welcher samt Belastung 3000 kg wiegt und dessen 
ßäder 1,675 Meter hoch sind, soll auf guter, trockener und wagerechter 
Strasse fortgezogen werden. Welcher Zugkraft bedarf es? 

Antwort: 48,07 kg. 

419. Wie viel Zugkraft wäi'e aber bei 3% Steigung erforderlich? 
Antwort: 198,07 kg. 
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Zeitschrift für Mathematik und Physik Yon Br. 0. Schlömilch etc^ XXXT^ 4: 

Dass Verfasser unter den zahlreichen Lehrbüchern der Mechanik keines 
finden konnte, welches den Anforderungen einer Werkmeisterschule vollkommen 
gerecht wird, ist leicht begreiflich; denn derartige VerhältniBse sind den meisten 
anderen Schulen durchaus fremd. Die vorliegende Mechanik macht ganz den 
Eindruck, als ob Verfasser das Richtige getroffen hat, da sich den kurzen Er- 
läuterungen unmittelbar stets eine Reihe von Beispielen anschliessen, die vielfach 
der Praxis entnommen sind und deren Lösung sofort beigedruckt ist Gewiss 
wird dieses Buch bei den betreffenden Schülern beliebt sein. Von des Verfiussers 
Standpunkt aus ist wohl der Titel „Theoretische Mechanik'^ ganz berechtigt, 
indessen wäre das Wort „theoretisch" besser weggeblieben, da man unter 
„theoretischer Mechanik" doch etwas Anderes versteht, wenn dieses Buch mit 
anderen Lehrbüchern der Mechanik verglichen wird. ... 

Die nötigen Figuren enthalten zwei dem Buche beigefügte Tafeln. 

B. NEBEL. ' 

Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure^ XXXIV, No. 14: 

Dem Vorworte nach ist die Schrift für Werkmeisterschulen bestimmt, 
also zur Ausbildung von Schmieden, Schlossern, Mechanikern u. dergl., die nach 
längerer praktischer Arbeit, etwa im Alter von 20 bis 30 Jahren, sich dazu 
entschliessen, auf einer solchen Anstalt sich die nötigen theoretischen Kenntnisse 
zu erwerben. 

Das Buch giebt zunächst die Anfangsgründe der Bewegungslehre, ide 
Begriffe von Beharrung, Kraft, mechanischer Arbeit, Krafteffekt, Wirkungsgrad 
der Maschinen, Masse, Arbeitsfähigkeit (lebendige Kraft), und geht erst dann 
zur graphischen Dai'stellung der Kräfte in der gebräuchlichen Weise über. Darauf 
folgt die Lehre vom Schwerpunkte, von den einfachen und zusammengesetzten 
Maschinen, zum Schlüsse das Kapitel von der Reibung. 

Ausgeschlossen ist die Lehre vom Stoss, von der Centrifugalkraft, von den 
Trägheitsmomenten, die Festigkeitslehre, die Hydromechanik und Aeromechanik. 

Der Verfasser wird nach seinen Unterrichtserfahrungen Grund zu dieser 
Beschränkung des Stoffes gehabt haben, und wer dem Satze von Diesterweg 
beistimmt, dass die erste Weisheit der Pädagogik in der Beschränkung des 
Lehrstoffes liege, der wird auch mit jenen Ausschliessungen einverstanden sein. 



Das ganze Buch ist so recht auf den Standpunkt des Werkmeisters 
zugeschnitten und für die entsprechenden niederen Fachschulen nach Auswahl 
des Stoffes und Klarheit der Darstellung wohl zu empfehlen. Auch die Beihen- 
folge ist im ganzen eine zweckmässige und dem Umstände angepasste, dass der 
Schüler in der Regel gleichzeitig mit der Mathematik und der Mechanik beginnen 
muss, sodass im Anfange Schwierigkeiten mathematischer Art zu yermeiden sind. 

Der Verfasser wählt für das unpassende Wort Pferdekraft mit Becht den 
Ausdruck Pferdestärke, denn es handelt sich dabei nicht um Kraft, die etwa 
in kg zu messen ist, sondern um eine in der Zeiteinheit zu leistende Arbeit, 
also um eine Anzahl yon Meterkilogrammen. . . . 

Hagen i. W., den 2. März 1890. Dr. G. HOLZMÜLLER. 

Der praktische Maschinen-Constmeteur^ XXEDE^ No* 20: 

Die Behandlung des schwierigen Gebietes der theoretischen Mechanik mit 
elementarsten Hilfsmitteln der Mathematik ist von verschiedenen Seiten mit mehr 
oder weniger Glück versucht worden; es kommt auf den jeweiligen Standpunkt 
an, welchen die Verfasser derartiger, man kann sagen, volkstümlicher Lehrbücher 
der Mechanik ihren Lesern gegenüber einnehmen. In dem vorliegenden, 200 Oktav- 
seiten starken Werke hat der Verfasser sich der dankenswerten Aufgabe unter- 
zogen, die Anfangsgründe der für jeden Techniker, mag er eine Stellung ein- 
nehmen, welche er wolle, durchaus unentbehrlichen Wissenschaft der Mechanik 
für einen Leserkreis zu bearbeiten, bei welchem die Kenntnis nur der einfachsten 
mathematischen Vorgänge vorausgesetzt werden kann. Die Aufgabe ist ent- 
schieden mit Glück gelöst worden, denn die einzelnen Abschnitte sind nicht nur, 
soweit es die einfache Behandlungsweise zulässt, in ausgiebigster Weise bedacht, 
sondern die ausserordentlich klare Schreibweise erleichtert das Verständnis für 
deren Inhalt ungemein. Die vielen mit Geschick gewählten Übungsaufgaben mit 
beigefügten Rechnungsergebnleysen ergänzen den an sich reichen Inhalt des 
Baches in vorteilhafter Weise. C. F. R 

Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik^ XXI^ 2^ pag. 848: 

Der auf dem Gebiete des technischen Unterrichts mit vielem Erfolge thätige 
Verfasser hat sein Buch „mit den einfachsten mathematischen Hilfsmitteln für 
teoimische Fachschulen, Werkmeisterschulen und zum Selbststudium bearbeitet^; 
er hat den einzelnen Abschnitten des Leitfadens eine solche Reihenfolge gegeben, 
dass der Unterriebt mit dem jeweiligen mathematischen Wissen und Können des 
Schülers im Einklänge steht, und hat eine grosse Anzahl passender numerischer 
Aufgaben zur Erläuterung gebildet. Für den beschränkten Zweck erscheint die 
Schrift sehr gut geeignet. Lp. 



Druck Ton Morits Billig in Mitkweida. 



fifi 



